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Â ÃÅÄ;ÆaÇ5ÈÊÉ-Ë-Ì�Æ�Í¿È�Ä
ÎKÏÊÐ¹ÑÓÒ©ÔUÏ

[n] = {1, . . . , n} Õ�Ö½× Sn ØuÙ Ñ[ÔUÚ½Ï�ÛÓÏ¿Ô Ù�Ø�Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Û Ù�Ø [n] ß-à Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö ÒáÛâ�ãoäYå¿æ�çÅâ�ä7è¶çHé Ò Ø a1 > a2 < a3 > a4 < . . . ß-ê ÒáÝÊÒáë Õ ÑÓë©ìyí × Ï¿î Ö Ï w
Ô Ù'ï Ï æUå¿ð�å¿æUñ�åbâ�ãoäYå¿æ�çÅâ�ä7è¶çHé Ò Ø

a1 < a2 > a3 < a4 > . . . ßò ÖQó ôpõ í	ö¹Òá÷jÚ Õ Ñ ×"ê Ô Õ�Ö ëáÏ¿ì/Þ½ÛÓÏ × ÔUÚ½Ï�ÔUÚ½Ï Ù Ñ»ì Ù�Ø Û»ìHÝÊÝÊÏ¿ÔUÑÓÒá÷ Ø Þ Ö ÷¿ÔUÒ Ù Ö ÛøÔ Ù Ï Ö Þ½ÝÊÏ�Ñ Õ ÔUÏ�ù Õ ÑÓÒ Ù Þ½Û÷�ë Õ ÛÓÛÓÏ�Û Ù�Ø Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Û w Ù�Ø {1, 2, . . . n} ß;ûüÖ Ï;÷�ë Õ ÛÓÛüÔUÚ Õ Ô#Ú½Ï;÷ Ù Ö ÛÓÒ × Ï�ÑÓÏ × Ð�Ï�ÑÓÏÕ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Û w
Ð¹Ò©ÔUÚ Õ Û Ü Ï�÷�Ò©î¢Ï ×/Ö Þ½Ý ï Ï�Ñ Ù�Ø î�ý�Ï × ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛ ßÎKÑÓÒ©ÔUÏ

dk(n) þ ÑÓÏ�Û Ü Ï�÷¿ÔUÒ©ùyÏ�ë©ìyí d∗
k(n) ÿ ØuÙ ÑüÔUÚ½Ï Ö Þ½Ý ï Ï�Ñ Ù�Ø Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú"þ ÑÓÏ�Û Ü Ï�÷¿ÔUÒ©ùyÏ�ë©ìyí!ÑÓÏ¿ùyÏ�ÑÓÛÓÏÕ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½údÿ Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Û�Ò Ö Sn
Ð¹Ò©ÔUÚ

k
î�ý�Ï × ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛ ßà Û Ùyï ÛÓÏ�Ñ»ùyÏ × Ò Ö*ó ôpõ í½Ò©Ô¹ÒáÛ Ö Ù Ô¹Ú Õ Ñ × Ô Ù ÛÓÏ�Ï[ÔUÚ Õ Ô

max{k : dk(n) 6= 0} = dn/2e, n ≥ 4

max{k : d∗
k(n) 6= 0} = d(n + 1)/2e, n ≥ 5.

ê Ô Õ�Ö ëáÏ¿ì·÷ Ù Ö�� Ï�÷¿ÔUÞ½ÑÓÏ × ÔUÚ½Ï ØuÙ ëáë Ù Ð¹Ò Ö½ú Ò Ö*ó ôpõOß�������
	��������	������������� ç��%å! ¿ä#"HæUå%$'&)(+*�,�å¿ä Dn - å¿ç � äYåÀä/.¢å;ç�"�0%1�å¿æ �32 - å¿æÓâ�çHédå40�å¿ç¢ä¶ñ6587¢å¿æ90:"�;ä�â�ä7è � ç�ñ=<�è¶ä/. � "Hä?>A@Hå - 7 � è¶ç¢ä¶ñCB�è¶ç Sn
&EDF.¢å¿ç

ddn/2e(n) = Dbn/2c, n ≥ 4

d∗
d(n+1)/2e(n) = Db(n−1)/2c, n ≥ 5.
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G5Ò ú Þ½ÑÓÏIH'JLK�Ú½Ï ï Ò � Ï�÷¿ÔUÒ Ù Ö Ψ ØuÙ Ñ n = 8

ò Ö ÔUÚ½ÒáÛ Ö Ù ÔUÏ[Ð�Ï[Ð¹Òáëáë ú Ò©ùyÏ#ÔYÐ ÙbÜ Ñ ÙHÙ�Ø Û Ù�Ø Ú½ÒáÛ
÷ Ù Ö�� Ï�÷¿ÔUÞ½ÑÓÏeÑÓÏ�ë Õ ÔUÒ Ö½ú ÔUÚ½Ï Ö Þ½Ý ï Ï�Ñ Ù�Ø × Ï�Ñ Õ�Ö½ú Ï9MÝÊÏ Ö ÔUÛaÔ Ù ÔUÚ½Ï Ö Þ½Ý ï Ï�Ñ Ù�Ø Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Û	Ð¹Ò©ÔUÚ#ÔUÚ½ÏwÝ Õ ý�ÒáÝ Õ ë Ö Þ½Ý ï Ï�Ñ Ù�Ø î�ý�Ï × ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛ ßN Ù ÔUÚ Ü Ñ ÙHÙ�Ø ÛüÞ½ÛÓÏ�ÔUÚ½ÏÀÛ Õ ÝÊÏ ï Ò � Ï�÷¿ÔUÒ Ù Ö Ψ ß K�Ú½Ï�î¢ÑÓÛ»Ô Ü Ñ ÙHÙ�Ø Ð Ù Ñ+OdÛ × ÒáÑÓÏ�÷¿ÔUë©ì-Ð¹Ò©ÔUÚ Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö ÛÕ�Ö½× ÛÓÚ Ù Ð¹ÛüÔUÚ Õ Ô Ψ
ÒáÛøÒ Ö�� Ï�÷¿ÔUÒ©ùyÏ Õ�Ö½× ÛÓÞ½Ñ � Ï�÷¿ÔUÒ©ùyÏ ß K�Ú½Ï;ÛÓÏ�÷ Ù Ö½× Ü Ñ ÙHÙ�Ø Ð Ù Ñ+OdÛüÐ¹Ò©ÔUÚ Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù ÖÔ Õ ï ëáÏ Õ ÞHý3ím÷�Ï�Ñ»Ô Õ Ò Ö Ô Õ ï ëáÏ Õ ÞHýÀÐ¹Ú½Òá÷jÚ Õ ÑÓÏ Ö¢Õ ÔUÞ½Ñ Õ ëáë©ìeÒ Ö ï Ò � Ï�÷¿ÔUÒ Ù Ö Ð¹Ò©ÔUÚ Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Û�í Õ�Ö½× Ï�ý Ü ëáÒá÷9MÒ©ÔUë©ìe÷ Ù Ö Û»ÔUÑÓÞ½÷¿ÔUÛ�ÔUÚ½Ï�Ò Ö ùyÏ�ÑÓÛÓÏ�Ô Ù Ψ ß K�Ú½Ï ï Ò � Ï�÷¿ÔUÒ Ù Ö-þ ØuÙ Ñ Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Û ÿ ÒáÛ ÒáëáëáÞ½Û»ÔUÑ Õ ÔUÏ ×Ò Ö G5Ò ú Þ½ÑÓÏIHyí¢Ò Ö ÔUÏ�ÑÓÝÊÛ Ù�Ø5ïÅÙ ÔUÚ Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Û Õ�Ö½× Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Ô Õ ï ëáÏ Õ ÞHý ß

P QSR6TVU-ÇXW	ÆZY·Ç5È�È=[

à Û#Ð�Ï�Ð¹Òáëáë5ÛÓÚ Ù Ð ÛÓÞ ï ÛÓÏ
\dÞ½Ï Ö ÔUë©ìyí!ÔUÚ½Ï�Ý Õ Ò Ö ÷ Õ ÛÓÏ�ÔUÚ Õ Ô Ù Ö Ï Ö Ï�Ï × Û[Ô Ù ÷ Ù Ö ÛÓÒ × Ï�Ñ[÷ Ù Ö ÷�Ï�Ñ Ö Û Õ ë©ÔUÏ�Ñ3MÖ¢Õ ÔUÒ Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Û Ù Ö'Õ�Ö Ï¿ùyÏ Ö/Ö Þ½Ý ï Ï�Ñ Ù�Ø ëáÏ¿ÔÓÔUÏ�ÑÓÛ ß
]�^ 	_�?��	�`baF�dcA� æeåUâ_ !.'ç � ç¢ç3å�émâ�ä7è¶ð�å#è¶ç¢äYå�édå¿æ m

dm(2m) = Dm.

e æ �f�32 &hg Ï¿Ô Am × Ï Ö Ù ÔUÏ�ÔUÚ½Ï�ÛÓÏ¿Ô Ù�Ø Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Û Ù�Ø [2m]
Ð¹Ò©ÔUÚ"Ï�ý Õ ÷¿ÔUë©ì m

î�ý�Ï ×
ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛ Õ�Ö½× ëáÏ¿Ô

Dm × Ï Ö Ù ÔUÏ-ÔUÚ½Ï-ÛÓÏ¿Ô Ù�Ø × Ï�Ñ Õ�Ö½ú Ï�ÝÊÏ Ö ÔUÛ Ù�Ø [m] ß ÎKÏ'ÛÓÚ Õ ëáë × Ï¿î Ö Ï Õ�Ö Ï�ý Ü ëáÒá÷�Ò©Ôï Ò � Ï�÷¿ÔUÒ Ù Ö Ψ : Am → Dm ßg Ï¿Ô π ∈ S2m ï Ï Õ�ÖKÕ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö	ß ÎKÏ Ü Õ Ñ»ÔUÒ©ÔUÒ Ù Ö ÔUÚ½ÏÊÛÓÏ¿Ô [2m]
Ò Ö Ô Ù m

ÔYÐ Ù MÏ�ëáÏ�ÝÊÏ Ö ÔøÛÓÞ ï ÛÓÏ¿ÔUÛ I1, . . . , Im ï ì/ÛÓÏ¿ÔÓÔUÒ Ö½ú Ij = {2j − 1, 2j} ß�à Û π
ÒáÛ Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú í π(2j − 1) >

π(2j) Õ�Ö½× Û Ù 2j − 1 Õ�Ö½× 2j
÷ Õ�Ö½Ö Ù Ô ïÅÙ ÔUÚ ï Ï�î�ý�Ï × ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛ Ù�Ø π ßji Ï Ö ÷�Ï π

Ú Õ Û Õ Ô�Ý Ù Û»Ô m
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î�ý�Ï × ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛ�í Õ�Ö½× Ò Ø π ∈ Am
ÔUÚ½Ï Ö π

î�ý�Ï�Û�Ï�ý Õ ÷¿ÔUë©ì Ù Ö Ï ÜÅÙ Ò Ö Ô�Ò Ö Ï Õ ÷jÚ Ij Õ�Ö½× Ý Ù ùyÏ�Û�ÔUÚ½Ï Ù ÔUÚ½Ï�ÑÜÅÙ Ò Ö Ô ß ÎKÑÓÒ©ÔUÏ Ij = {aj, bj}
Ð¹Ú½Ï�ÑÓÏ

π(aj) = aj Õ�Ö½× π(bj) 6= bj ß K�ÚdÞ½Û π Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�ÔUÏ�Û�ÔUÚ½Ï bj
Ð¹Ò©ÔUÚ

Ö Ù î�ý�Ï × ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛ�í!ÔUÚ Õ Ô�ÒáÛ[ÔUÚ½Ï�ÑÓÏ�ÒáÛ Õ Þ Ö Òk\dÞ½Ï × Ï�Ñ Õ�Ö½ú Ï�ÝÊÏ Ö Ô σ ∈ Dm
Ð¹Ò©ÔUÚ

π(bj) = bσ(j) ß�ê Ï¿Ô
Ψ(π) = σ ßK Ù�Ü Ñ Ù ùyÏÊÔUÚ Õ Ô Ψ

ÒáÛ Õ ï Ò � Ï�÷¿ÔUÒ Ù Ö Ð�Ï Ü Ñ Ù ùyÏÊÔUÚ Õ Ô�Ò©Ô�ÒáÛ[Ò Ö�� Ï�÷¿ÔUÒ©ùyÏ Õ�Ö½× ÛÓÞ½Ñ � Ï�÷¿ÔUÒ©ùyÏ ß�ê Þ Ü½ÜÅÙ ÛÓÏ
π ∈ Am Õ�Ö½× Ψ(π) = σ ß ò Ø σ(j) > j

ÔUÚ½Ï Ö
π(bj) = bσ(j) ≥ 2σ(j) − 1 > 2j ≥ aj = π(aj).

à Û π
ÒáÛ × Ï�÷�ÑÓÏ Õ ÛÓÒ Ö½ú Ù Ö Ij

ÔUÚ½Ï Ö bj = 2j−1 Õ�Ö½× aj = 2j ß�ê ÒáÝÊÒáë Õ ÑÓë©ì
Ò Ø σ(j) < j
ÔUÚ½Ï Ö aj = 2j−1Õ�Ö½× bj = 2j ßli Ï Ö ÷�Ï σ × Ï¿ÔUÏ�ÑÓÝÊÒ Ö Ï�Û#ÔUÚ½Ï aj Õ�Ö½× bj ß K�Ú½Ï ÖºÕ Û π(aj) = aj Õ�Ö½× π(bj) = bσ(j)ÔUÚ½Ï Ö σ Õ ëáÛ Ù × Ï¿ÔUÏ�ÑÓÝÊÒ Ö Ï�Û π ß K�ÚdÞ½Û Ψ

ÒáÛ�Ò Ö�� Ï�÷¿ÔUÒ©ùyÏ ßK ÙÊÜ Ñ Ù ùyÏ Ψ
ÒáÛ�ÛÓÞ½Ñ � Ï�÷¿ÔUÒ©ùyÏ[Ô Õ O�Ï σ ∈ Dm ß�m Ï¿î Ö Ï

(aj, bj) =

{

(2j − 1, 2j)
Ò Ø σ(j) < j

í
(2j, 2j − 1)

Ò Ø σ(j) > j ßK�Ú½Ï Ö Ï Õ ÷jÚbÏ�ëáÏ�ÝÊÏ Ö Ô Ù�Ø [m]
ÒáÛ�ë Õ ï Ï�ëáëáÏ ×ÊÕ Û�Ï�Ò©ÔUÚ½Ï�Ñ Õ�Ö aj Ù Ñ Õ bj ßLm Ï¿î Ö Ï π ∈ S2m ï ì π(aj) = ajÕ�Ö½× π(bj) = bσ(j) ßÀà Û σ
ÒáÛ Õ·× Ï�Ñ Õ�Ö½ú Ï�ÝÊÏ Ö Ô[ÔUÚ½Ï Ö π

Ú Õ Û#Ï�ý Õ ÷¿ÔUë©ì m
î�ý�Ï × ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛ ß ÎKÏ;÷�ë Õ ÒáÝÔUÚ Õ Ô π

ÒáÛ Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú½ß G5ÒáÑÓÛ»Ô Ù�Ø Õ ëáë3Ò Ø σ(j) < j
ÔUÚ½Ï Ö

π(2j) = π(bj) = bσ(j) ≤ 2σ(j) < 2j − 1 = π(2j − 1).

à ÛÓÒáÝÊÒáë Õ Ñ Õ Ñ ú Þ½ÝÊÏ Ö Ô�Ð Ù Ñ+OdÛ Õ ëáÛ Ù Ð¹Ú½Ï Ö σ(j) > j ß ÎKÏ Õ ëáÛ Ù Ö Ï�Ï × Ô ÙºÜ Ñ Ù ùyÏ/ÔUÚ Õ Ô π(2j) <
π(2j + 1) ØuÙ Ñ 1 ≤ j ≤ m − 1 ßon Ù Ð Õ Û π(2j) < π(2j − 1) Õ�Ö½× Ù Ö Ï Ù�Ø π(2j) = 2jÕ�Ö½× π(2j − 1) = 2j − 1

Ú Ù ë × ÛeÔUÚ½Ï Ö π(2j) ≤ 2j ß*ê ÒáÝÊÒáë Õ ÑÓë©ì π(2j + 1) ≥ 2j + 1 ßpi Ï Ö ÷�Ï
π(2j) < π(2j + 1) Õ�Ö½× π

ÒáÛ Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú½ß ò�Ô ØuÙ ëáë Ù Ð¹ÛüÔUÚ Õ Ô π ∈ Am Õ�Ö½× ÷�ëáÏ Õ ÑÓë©ì Ψ(π) = σ ß
i Ï Ö ÷�Ï Ψ

ÒáÛ Õ ï Ò � Ï�÷¿ÔUÒ Ù Ö-Õ�Ö½× ÔUÚ½ÒáÛ¹÷ Ù Ö ÷�ëáÞ × Ï�Û�ÔUÚ½Ï Ü Ñ ÙHÙ�Ø ßö¹Ï úmÕ Ñ × Ò Ö½ú�Õ Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö·Õ Û�ÔUÚ½Ï[ëáÒáÛ»Ô Ù�Ø Ò©ÔUÛ�ù Õ ëáÞ½Ï�Û�Ð�Ï[÷ Õ�Ö'× Ï�ÛÓ÷�ÑÓÒ ï ÏüÔUÚ½Ï Õ ÷¿ÔUÒ Ù Ö Ù�Ø Ψ
Ò Ö-ÕÛÓÒáÝ Ü ëáÏeÐ Õ ì ß K Õ O�Ï Õ Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö π ∈ Am Õ�Ö½× î¢ÑÓÛ»Ô × Ï�ëáÏ¿ÔUÏ Õ ëáë�î�ý�Ï × ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛ ß K�Ú½Ï Ö ÑÓÏ Ü ë Õ ÷�ÏÏ Õ ÷jÚ Ö Þ½Ý ï Ï�Ñ k

Ò Ö ÔUÚ½Ï[ÑÓÏ�Ý Õ Ò Ö Ò Ö½ú ëáÒáÛ»Ô ï ì dk/2e ß G Ù Ñ�Ï�ý Õ Ý Ü ëáÏüÔ Õ O�Ï π = 52318674 ßLm Ï�ëáÏ¿ÔUÒ Ö½úÒ©ÔUÛ�î�ý�Ï × ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛ ú Ò©ùyÏ�Û 5184
í Õ�Ö½× Ú Õ ë©ùHÒ Ö½ú�Õ�Ö½× Ñ Ù Þ Ö½× Ò Ö½ú Þ Ü Ï Õ ÷jÚ/Ï Ö ÔUÑ»ì ú Ò©ùyÏ�Û Ψ(π) = 3142 ßK�Ú½ÏeÑÓÏ�Ý Õ Ò Ö Ò Ö½ú ÷ Õ ÛÓÏ�Û Õ ÑÓÏ#ÛÓÒáÝ Ü ëáÏü÷ Ù Ö ÛÓÏ
\dÞ½Ï Ö ÷�Ï�Û Ù�Ø ÔUÚ½ÒáÛ ß]�^ 	_�?��	�`bqF�dcA� æeåUâ_ !.:7 � ñ¿è¶ä7è¶ð�å[è¶ç¢äYå�édå¿æ m

d∗
m+1(2m) = Dm−1â�ç -

dm(2m − 1) = d∗
m(2m − 1) = Dm−1.e æ �f�32 & à ÑÓÏ¿ùyÏ�ÑÓÛÓÏ Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Ù�Ø [2m]

Ú Õ ùHÒ Ö½ú m + 1
î�ý�Ï × ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛeÝÀÞ½Û»Ô�î�ý 1Õ�Ö½× 2m ß�à ëáÛ Ù Ò©Ô[ÑÓÏ�Û»ÔUÑÓÒá÷¿ÔUÛ#Ô Ù Õ�ÖKÕ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Ù�Ø {2, . . . , 2m − 1}

Ð¹Ò©ÔUÚ
m − 1î�ý�Ï × ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛ Õ�Ö½× Û Ù d∗

m+1(2m) = dm−1(2m − 2) = Dm−1 ßsr Ù Ö�� Þ úmÕ ÔUÒ Ö½ú Ð¹Ò©ÔUÚ¾ÔUÚ½Ï�ÑÓÏ¿ùyÏ�ÑÓÛ Õ ëÜ Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö ρ : j 7→ 2m − j Ù�Ø [2m − 1]
Ò Ö ÔUÏ�ÑÓ÷jÚ Õ�Ö½ú Ï�Û Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Û¹Ò Ö S2m−1Ð¹Ò©ÔUÚ

m
î�ý�Ï × ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛ�Ð¹Ò©ÔUÚ'ÑÓÏ¿ùyÏ�ÑÓÛÓÏ Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Û�Ò Ö S2m−1

Ð¹Ò©ÔUÚ
m
î�ý�Ï × ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛ ßi Ï Ö ÷�Ï dm(2m − 1) = d∗

m(2m − 1) ßeà ëáÛ Ù Õ�Ö"Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Ù�Ø [2m − 1]
Ð¹Ò©ÔUÚ

mî�ý�Ï × ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛ#ÝÀÞ½Û»Ô#î�ý 2m − 1 Õ�Ö½× Û Ù ÑÓÏ�Û»ÔUÑÓÒá÷¿ÔUÛüÔ Ù Õ�Ö"Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Ù�Ø [2m − 2]Ð¹Ò©ÔUÚ
m − 1

î�ý�Ï × ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛ ßti Ï Ö ÷�Ï dm(2m − 1) = dm−1(2m − 2) = Dm−1 ß
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G5Ò ú Þ½ÑÓÏ ô JtK�Ú½Ï × Ò Õ�ú Ñ Õ Ý Ù�Ø Õ Ô Õ ï ëáÏ Õ Þ ß
z {|T�ÇX} ËbÆA~#Æ�Í¿È�Ä�Q�~����4Td~eËs�

à 7½â�æ�ä7è¶ä7è � ç λ = (λ1, . . . , λk)
ÒáÛ Õ Ð�Ï Õ Odë©ì × Ï�÷�ÑÓÏ Õ ÛÓÒ Ö½ú ÛÓÏ
\dÞ½Ï Ö ÷�Ï Ù�Ø Ö Ù Ö½Ö Ï úmÕ ÔUÒ©ùyÏ#Ò Ö ÔUÏ ú Ï�ÑÓÛ ß G Ù ÑÕ Ü Õ Ñ»ÔUÒ©ÔUÒ Ù Ö λ

í>ÔUÚ½Ï�� � "HçHé - è7â�é�æÓâ0 Yλ Ù�Ø ÛÓÚ Õ Ü Ï λ
ÒáÛ Õ ëáÏ Ø Ô�M � Þ½Û»ÔUÒ©î¢Ï ×'× Ò Õ�ú Ñ Õ Ý Ù�Ø ïÅÙ ý�Ï�Û�íÅÐ¹Ò©ÔUÚ

λi ïÅÙ ý�Ï�Û¹Ò Ö ÔUÚ½Ï i
M�ÔUÚ-Ñ Ù Ð ßà 7¢å¿æ90:"Hä�â�ä7è � çKä�â�1�ãáåUâ" T ó HyíF� õ ÒáÛ Õ Ü Õ Ñ»ÔUÒ©ÔUÒ Ù Ö λ

Ô Ù ú Ï¿ÔUÚ½Ï�ÑüÐ¹Ò©ÔUÚ Õ î¢ëáëáÒ Ö½ú Ù�Ø Ï Õ ÷jÚ ïÅÙ ý Ù�Ø
Yλ

Ð¹Ò©ÔUÚ'Ï�Ò©ÔUÚ½Ï�Ñ Õ'þ ï ë Õ ÷!O ÿ�× Ù Ô Ù Ñ Ö Ù ÔUÚ½Ò Ö½ú ÛÓÞ½÷jÚ'ÔUÚ Õ Ô�ÔUÚ½Ï ØuÙ ëáë Ù Ð¹Ò Ö½ú Ú Ù ë × Û
J
H ßh�wÕ ÷jÚ'÷ Ù ëáÞ½Ý Ö Ù�Ø Yλ

÷ Ù Ö Ô Õ Ò Ö Û Õ Ô¹ëáÏ Õ Û»Ô Ù Ö Ï × Ù Ô ß
ôHß K�Ú½Ï�ÑÓÏ;ÒáÛ Ö Ù Ï�Ý Ü ÔYì ïÅÙ ý/Ð¹Ú½Òá÷jÚ"Ú Õ Û Õ�× Ù Ô Õ ïÅÙ ùyÏ;Ò©ÔøÒ Ö ÔUÚ½ÏÀÛ Õ ÝÊÏ�÷ Ù ëáÞ½Ý Ö â�ç - Õb× Ù ÔøÔ ÙÒ©ÔUÛ�ëáÏ Ø Ô¹Ò Ö ÔUÚ½Ï[Û Õ ÝÊÏ[Ñ Ù Ð ß
G5Ò ú Þ½ÑÓÏ ôÀú Ò©ùyÏ�Û Õ�Ö Ï�ý Õ Ý Ü ëáÏ Ù�Ø Õ Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Ô Õ ï ëáÏ Õ Þ ßÎKÏ Ö Ù Ð ÑÓÏ�÷ Õ ëáë
ÔUÚ½Ï ï Ò � Ï�÷¿ÔUÒ Ù Ö Φ Ø Ñ Ù Ý Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Ô Õ ï ëáÏ Õ ÞHý@Ô Ù Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Û ßS� Ù ÑÓÏÜ ÑÓÏ�÷�ÒáÛÓÏ�ë©ìyí Φ

ÒáÛ Õ ï Ò � Ï�÷¿ÔUÒ Ù Ö Ø Ñ Ù Ý ÔUÚ½Ï�ÛÓÏ¿Ô Ù�Ø�Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Ô Õ ï ëáÏ Õ ÞHý"Ð¹Ò©ÔUÚ k
Ñ Ù Ð¹Û Õ�Ö½× n − k÷ Ù ëáÞ½Ý Ö ÛeÔ Ù�Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö ÛeÒ Ö ÔUÚ½Ï�Û»ìHÝÊÝÊÏ¿ÔUÑÓÒá÷ ú Ñ Ù Þ Ü Sn

Ð¹Ò©ÔUÚ
k
Ð�Ï Õ O*Ï�ý�÷�Ï ×¢Õ�Ö ÷�Ï�Û ß�i Ï�ÑÓÏ�í Õ<�åUâ��¾å+@� jå - â�ç� jå Ù�Ø Õ Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö π

ÒáÛ Õ ù Õ ëáÞ½Ï π(i)
ÛÓÞ½÷jÚºÔUÚ Õ Ô π(i) ≥ i ß ò Ø Ð�Ï × Ï¿î Ö Ï�ÔUÚ½Ïñ�å40;è 7¢å¿æ�è/0�å¿äYå¿æ Ù�Ø Õ Ô Õ ï ëáÏ Õ ÞÊÔ ÙÀï Ï
ÔUÚ½Ï Ö Þ½Ý ï Ï�Ñ Ù�Ø ÷ Ù ëáÞ½Ý Ö Û Ü ëáÞ½Û�ÔUÚ½Ï Ö Þ½Ý ï Ï�Ñ Ù�Ø Ñ Ù Ð¹Û�íHÔUÚ½Ï Ö ΦÝ Õ Ü Û�ÔUÚ½Ï[ÛÓÏ¿Ô Ù�Ø5Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Ô Õ ï ëáÏ Õ ÞHý Ù�Ø ÛÓÏ�ÝÊÒ Ü Ï�ÑÓÒáÝÊÏ¿ÔUÏ�Ñ n

Ô ÙÊÜ Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Û�Ò Ö Sn ßÎKÏ × Ï¿î Ö Ï·ÔUÚ½Ï - è7â�é�æÓâ0 D(T ) Õ ÛÓÛ Ù ÷�Ò Õ ÔUÏ × Ð¹Ò©ÔUÚ T Õ Û ØuÙ ëáë Ù Ð¹Û ß g Õ ï Ï�ë�ÔUÚ½Ï·Ï ×½ú Ï�Û Ù�Ø ÔUÚ½ÏÖ Ù Ñ»ÔUÚ½Ï Õ Û»Ô ïÅÙ Ñ × Ï�Ñ Ù�Ø ÔUÚ½Ï%� Ù Þ Ö½ú�× Ò Õ�ú Ñ Õ ÝMÐ¹Ò©ÔUÚKÔUÚ½Ï Ö Þ½Ý ï Ï�ÑÓÛ Ø Ñ Ù Ý 1
Ô Ù n

í Õ ÛÀÒ Ö G5Ò ú Þ½ÑÓÏ ôHßG¢Ñ Ù Ý Ï Õ ÷jÚ ï ë Õ ÷!O × Ù Ô v
í × Ñ Õ Ð Õ�Ö Ï ×½ú Ï¹Ô Ù ÔUÚ½Ï
Ï Õ Û»Ô Õ�Ö½×�Õ�Ö Ï ×½ú Ï¹Ô Ù ÔUÚ½Ï
Û Ù Þ�ÔUÚF�HÏ Õ ÷jÚbÛÓÞ½÷jÚ�Ï ×½ú ÏÛÓÚ Ù Þ½ë × ÷ Ù Ö½Ö Ï�÷¿Ô v

Ô Ù Ï�Ò©ÔUÚ½Ï�Ñ Õ ÷�ë Ù ÛÓÏ�Û»Ô[ùyÏ�Ñ»ÔUÏ�ý*Ò Ö ÔUÚ½Ï�Û Õ ÝÊÏ;Ñ Ù Ð Ù Ñ#÷ Ù ëáÞ½Ý Ö í Ù ÑüÔ Ù-Ù Ö Ï Ù�Ø ÔUÚ½Ïë Õ ï Ï�ëáÛ Ø Ñ Ù Ý 1
Ô Ù n ß K�Ú½Ï[ÑÓÏ�ÛÓÞ½ë©ÔUÒ Ö½ú Ü Òá÷¿ÔUÞ½ÑÓÏ#ÒáÛ�ÔUÚ½Ï - è7â�é�æÓâ0 D(T ) ßÎKÏ Ö Ù Ð × Ï¿î Ö Ï/ÔUÚ½Ï Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö π = Φ(T )

ùHÒ Õ ÔUÚ½Ï ØuÙ ëáë Ù Ð¹Ò Ö½ú Ü Ñ Ù ÷�Ï × Þ½ÑÓÏ ß G Ù Ñ�Ï Õ ÷jÚ
i ∈ {1, . . . , n}

ídî Ö½× ÔUÚ½Ï
÷ Ù ÑÓÑÓÏ�Û ÜÅÙ Ö½× Ò Ö½ú ÜÅÙ ÛÓÒ©ÔUÒ Ù Ö Ù Ö D(T )
Ð¹Ú½Òá÷jÚbÒáÛwë Õ ï Ï�ëáÏ × ï ì i ß ò Ø ÔUÚ½Ïøë Õ ï Ï�ë

i
ÒáÛ Ù Ö@Õ ùyÏ�Ñ»ÔUÒá÷ Õ ë�Û»ÔUÏ Ü@Ù�Ø P

íwÛ»Ô Õ Ñ»Ô Ø Ñ Ù Ý�ÔUÚ½ÒáÛ ÜÅÙ ÛÓÒ©ÔUÒ Ù Ö Õ�Ö½× ÔUÑ Õ ùyÏ�ë�Û»ÔUÑ Õ Ò ú ÚmÔ;Ð�Ï�Û»Ô Õ Û Ø Õ Ñ Õ ÛÜÅÙ ÛÓÛÓÒ ï ëáÏ Ù Ö Ï ×½ú Ï�Û Ù�Ø D(T ) ß K�Ú½Ï Ö íÅÔ Õ O�Ï ÕI�3� Ò ú M �%Õ�ú�� Ü Õ ÔUÚ/Û Ù Þ�ÔUÚ½Ï Õ Û»Ô%í ï ì-ÔUÑ Õ ùyÏ�ëáÒ Ö½ú Ù Ö Ï ×½ú Ï�ÛÙ�Ø D(T )
Û Ù Þ�ÔUÚ Õ�Ö½× Ï Õ Û»Ô Õ�Ö½× ÔUÞ½Ñ Ö Ò Ö½ú�Õ Ô
Ï Õ ÷jÚ ÙyÜ½ÜÅÙ Ñ»ÔUÞ Ö Ò©ÔYì þ Ò ß Ï ß�Õ Ô
Ï Õ ÷jÚ Ö Ï¿Ð ùyÏ�Ñ»ÔUÏ�ý ÿ�ß K�Ú½ÒáÛ

Ü Õ ÔUÚ-Ð¹ÒáëáëÅÔUÏ�ÑÓÝÊÒ Ö¢Õ ÔUÏ Õ Ô
Û Ù ÝÊÏ#ë Õ ï Ï�ë j ≥ i
í Õ�Ö½× Ð�Ï[ëáÏ¿Ô π(i) = j ß ò Ø i

ÒáÛ Ö Ù Ô
÷ Ù Ö½Ö Ï�÷¿ÔUÏ × Ô Ù Õ�Ö ìÏ ×½ú ÏüÔUÚ½Ï Ö Ð�Ï[ÛÓÏ¿Ô π(i) = i ß�ê ÒáÝÊÒáë Õ ÑÓë©ìyímÒ Ø ÔUÚ½Ï[ë Õ ï Ï�ë i ÒáÛ Ù Ö-Õ Ú Ù ÑÓÒ � Ù Ö Ô Õ ë3Û»ÔUÏ Ü'Ù�Ø P
í�Û»Ô Õ Ñ»Ô Ø Ñ Ù ÝÔUÚ½ÒáÛ ÜÅÙ ÛÓÒ©ÔUÒ Ù Ö'Õ�Ö½× ÔUÑ Õ ùyÏ�ë Ö Ù Ñ»ÔUÚ Õ Û Ø Õ Ñ Õ Û ÜÅÙ ÛÓÛÓÒ ï ëáÏ Ù Ö Ï ×½ú Ï�Û Ù�Ø D(T ) ß K�Ú½Ï Ö í Õ Û ï Ï ØuÙ ÑÓÏ�í¢Ô Õ O�Ï
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G5Ò ú Þ½ÑÓÏ���JtK�Ú½Ï Ü Õ ÔUÚ½Û�Ô Õ O�Ï Ö ï ì�H Õ�Ö½×�� J π(1) = 7
í
π(6) = 2 ß

Õ%� Ò ú M �%Õ�ú Ü Õ ÔUÚ/Û Ù Þ�ÔUÚ�MYÏ Õ Û»Ô%í ï ì-ÔUÑ Õ ùyÏ�ëáÒ Ö½ú Ù Ö Ï ×½ú Ï�Û Ù�Ø D(T )
Ï Õ Û»Ô Õ�Ö½× Û Ù Þ�ÔUÚ	í Õ�Ö½× ÔUÞ½Ñ Ö Ò Ö½ú�Õ ÔÏ Õ ÷jÚ ÙyÜ½ÜÅÙ Ñ»ÔUÞ Ö Ò©ÔYì ß K�Ú½ÒáÛ Ü Õ ÔUÚ-Ð¹ÒáëáëÅÔUÏ�ÑÓÝÊÒ Ö¢Õ ÔUÏ Õ Ô¹Û Ù ÝÊÏ[ë Õ ï Ï�ë j < i

í Õ�Ö½× Ð�ÏeëáÏ¿Ô π(i) = j ßê Ï�Ï�G5Ò ú Þ½ÑÓÏ�� ØuÙ Ñ Õ Ü Òá÷¿ÔUÞ½ÑÓÏ Ù�Ø ÔUÚ½Ï Ü Õ ÔUÚ-Ô Õ O�Ï Ö ï ì i ß
����� `�� �¡	 y � ò Ø T ÒáÛ�ÔUÚ½Ï Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Ô Õ ï ëáÏ Õ ÞbÐ¹Ú Ù ÛÓÏ × Ò Õ�ú Ñ Õ Ý ÒáÛ ú Ò©ùyÏ Ö Ò Ö G5Ò ú Þ½ÑÓÏ�Û ô;Õ�Ö½× ��íÔUÚ½Ï Ö Φ(T ) = 74836215 ß

K�Ú½Ï ØuÙ ëáë Ù Ð¹Ò Ö½ú ëáÏ�ÝÊÝ Õ ÒáÛ�÷�ëáÏ Õ Ñ Ø Ñ Ù Ý ÔUÚ½Ï[÷ Ù Ö Û»ÔUÑÓÞ½÷¿ÔUÒ Ù Ö/Õ ïÅÙ ùyÏ ß
¢ 	�`�` � u �£� (+*lDF.¢å�7 � ñ¿è¶ä7è � ç�ñ �32 ä/.¢å=<�åUâ��·å+@� jå - â�ç� jåjñ �32 π = Φ(T ) â�æUå�7ÅæUå! ¿èáñ�å¿ã¥¤�ä/.¢åeã©â�1�å¿ã ñ� çKä/.¢å�ð�å¿æ�ä7è¦ Uâ�ã�å - édåjñ �32 P &�DF.¢å�7 � ñ¿è¶ä7è � ç�ñ �32 ç � ç�;Óå+@� jå - â�ç� jåjñ �32 π â�æUå§7ÅæUå! ¿èáñ�å¿ã¥¤·ä/.¢å�ã©â�1�å¿ã ñ� ç ä/.¢å:. � æ�è8¨ � ç¢ä�â�ã�å - édåjñ �32 P & c "Hæ�ä/.¢å¿æ90 � æUå � è¶ç Φ(T )

� ä/.¢åÊãáå¿ä7äYå¿æ i èáñbâ=>A@Hå - 7 � è¶ç¢ä
è 2 â�ç -� ç¢ã¥¤-è 2 ä/.¢å�æ � <9è¶ç T < . � ñ�å;æ�è©é�.Hä£.½â�ç - å - édå;èáñ�ã©â�1�å¿ãáå - 1
¤ i - � åjñ;ç � ä§ � ç¢ä�â�è¶çQâ�ç�¤ - � ä¶ñ�5�èáñ© å40�7Åä#¤AªkB'&
« QSR6T¬W�T¹Ì�È�Ä-ÉY·Ç5È�È=[
g Ï¿Ô ATn(2n) × Ï Ö Ù ÔUÏ
ÔUÚ½Ï
ÛÓÏ¿Ô Ù�ØaÜ Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Ô Õ ï ëáÏ Õ ÞHýÊ÷ Ù ÑÓÑÓÏ�Û ÜÅÙ Ö½× Ò Ö½ú Ô Ù Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�MÔ Õ ÔUÒ Ù Ö Û�Ò Ö S2n

Ð¹Ò©ÔUÚ
n
î�ý�Ï × ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛ�í Õ�Ö½× ëáÏ¿Ô DT (n) × Ï Ö Ù ÔUÏøÔUÚ½Ï#ÛÓÏ¿Ô Ù�Ø!Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Ô Õ ï ëáÏ Õ ÞHý÷ Ù ÑÓÑÓÏ�Û ÜÅÙ Ö½× Ò Ö½ú Ô Ù × Ï�Ñ Õ�Ö½ú Ï�ÝÊÏ Ö ÔUÛeÒ Ö Sn ß ÎKÏ�Ð¹Òáëáë × Ï�ÛÓ÷�ÑÓÒ ï Ï Ψ Ù Ö ÔUÚ½ÏÊëáÏ¿ùyÏ�ë Ù�Ø Ô Õ ï ëáÏ Õ ÞHý Õ�Ö½×Ü Ñ Ù ùyÏ[ÔUÚ Õ Ô¹Ò©Ô¹ÒáÛ Õ ï Ò � Ï�÷¿ÔUÒ Ù Ö ï Ï¿ÔYÐ�Ï�Ï Ö ATn(2n) Õ�Ö½× DT (n) ßN�ì g Ï�ÝÊÝ Õ6® í3ÔUÚ½ÏÀÛÓÏ¿Ô DT (n)

÷ Ù Ö ÛÓÒáÛ»ÔUÛ Ù�Ø�Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Ô Õ ï ëáÏ Õ ÞHý/Ð¹Ò©ÔUÚ�ÛÓÏ�ÝÊÒ Ü Ï�ÑÓÒáÝÊÏ¿ÔUÏ�Ñ nÛÓÞ½÷jÚbÔUÚ Õ Ô Ö Ù Ñ Ù ÐAÒáÛ�Ï�Ý Ü ÔYì þ Ò ß Ï ß Ï Õ ÷jÚ·Ñ Ù ÐA÷ Ù Ö Ô Õ Ò Ö Û Õ Ô�ëáÏ Õ Û»Ô Ù Ö Ï ï ë Õ ÷!O × Ù Ô ÿ�ß ÎKÏ × Ï¿î Ö Ï Ψ Ù ÖÔUÚ½ÏøÛÓÏ¿Ô
ATn(2n)

J5Ò©Ô Õ ÷¿ÔUÛ Ù ÖbÕ Ô Õ ï ëáÏ Õ Þ T ï ì × Ï�ëáÏ¿ÔUÒ Ö½ú�Õ ëáë¢Ï�Ý Ü ÔYìÊÑ Ù Ð¹Û ß�ê Ï�Ï§G5Ò ú Þ½ÑÓÏ�H ßtr ëáÏ Õ ÑÓë©ì
Ψ(T ) ∈ DT (n) ØuÙ Ñ�Û Ù ÝÊÏ n ßÎKÏ Ö Ù Ð × Ï¿î Ö Ï Õ Ý Õ Ü Θ Ù Ö DT (n) þ ÒáëáëáÞ½Û»ÔUÑ Õ ÔUÏ × Ò Ö G5Ò ú Þ½ÑÓÏ§¯ ÿ í�Ð¹Ú½Òá÷jÚ·Ð¹Òáëáë ï ÏüÔUÚ½Ï[Ò Ö ùyÏ�ÑÓÛÓÏÙ�Ø Ψ í Õ�Ö½×�Õ ÷¿ÔUÛ ï ìÀÒ Ö ÛÓÏ�Ñ»ÔUÒ Ö½ú Ü ÑÓÏ�÷�ÒáÛÓÏ�ë©ì n

Ï�Ý Ü ÔYìÀÑ Ù Ð¹Û�Ò Ö Ô Ù ÔUÚ½Ï�Ô Õ ï ëáÏ Õ Þ T ßt� Ù ÑÓÏ�Û Ü Ï�÷�Ò©î¢÷ Õ ëáë©ìyíyÒ Ø
T ∈ DT (n)

Ð¹Ò©ÔUÚ Ü Õ Ñ»ÔUÒ©ÔUÒ Ù Ö ÛÓÚ Õ Ü Ï (λ1, λ2, . . . , λk)
í¢ÔUÚ½Ï Ö Θ(T )

ÒáÛ�ÔUÚ½Ï#Ô Õ ï ëáÏ Õ Þ-Ð¹Ú½Òá÷jÚ/ÑÓÏ�ÛÓÞ½ë©ÔUÛÕ Ø ÔUÏ�Ñ Ü Ï�Ñ ØuÙ ÑÓÝÊÒ Ö½ú ÔUÚ½Ï ØuÙ ëáë Ù Ð¹Ò Ö½úÀÕ ë ú Ù ÑÓÒ©ÔUÚ½ÝjJ
•
G Ù Ñ�Ï¿ùyÏ�Ñ»ì i

ÛÓÞ½÷jÚbÔUÚ Õ Ô 1 ≤ i ≤ k− 1
íHÒ Ö ÛÓÏ�Ñ»Ô λi −λi+1 +1

Ï�Ý Ü ÔYìÊÑ Ù Ð¹Û ï Ï¿ÔYÐ�Ï�Ï Ö ÔUÚ½Ï i
ÔUÚ

Õ�Ö½× (i+1)
Û»Ô�Ñ Ù Ð¹Û Ù�Ø T í�Ð¹Ú Ù ÛÓÏwÑ Ù Ð¹Û�ëáÏ Ö½ú ÔUÚ½Û Õ ÑÓÏ (λi, λi, λi−1, λi−2, λi−3, . . . , λi+1+1) ß
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•
ò Ö ÛÓÏ�Ñ»Ô λk + 1

Ï�Ý Ü ÔYì}Ñ Ù Ð¹Û Õ Ø ÔUÏ�Ñ�ÔUÚ½Ï k
ÔUÚ þ ë Õ Û»Ô ÿ Ñ Ù Ð Ù�Ø T í¹Ð¹Ú Ù ÛÓÏ"Ñ Ù Ð ëáÏ Ö½ú ÔUÚ½Û Õ ÑÓÏ

(λk, λk, λk − 1, λk − 2, . . . , 2, 1) ß

G5Ò ú Þ½ÑÓÏ§¯°J
K�Ú½Ï ØuÙ ëáë Ù Ð¹Ò Ö½ú ëáÏ�ÝÊÝ Õ ÒáÛ Ùyï ùHÒ Ù Þ½Û ß

¢ 	�`�` � x � ,�å¿ä π 1�å[â�ç/â�ãoäYå¿æ�çÅâ�ä7è¶çHé�7¢å¿æ90:"Hä�â�ä7è � ç�&²± 2 k  � ç�ñ�å! 4"Hä7è¶ð�å[å¿ç¢ä7æ�èOåjñ[â�æUå >A@Hå - 7 � è¶ç¢ä¶ñ �ä/.¢å¿ç k ≤ 2 & c "Hæ�ä/.¢å¿æ90 � æUå � è 2 ä#< �  � ç�ñ�å! 4"Hä7è¶ð�å'å¿ç¢ä7æ�èOåjñ ai
â�ç - ai+1

â�æUå�>A@Hå - 7 � è¶ç¢ä¶ñ � ä/.¢å¿ç
ai < ai+1

â�ç - i èáñ;å¿ð�å¿ç�&
ÎKÏ Ö Ù Ð ú Ò©ùyÏ Õ ÛÓÏ�÷ Ù Ö½× Ü Ñ ÙHÙ�Ø5Ù�Ø K�Ú½Ï Ù ÑÓÏ�Ý ôHß

e æ �f�32 & ÎKÏ Ö Ï�Ï × Ô Ù�Ü Ñ Ù ùyÏ#ÔUÚ Õ Ô Ψ ú Ò©ùyÏ�Û Õ ï Ò � Ï�÷¿ÔUÒ Ù Ö Ø Ñ Ù Ý ATn(2n)
Ô Ù DT (n)

í�Ð¹Ú Ù ÛÓÏ[Ò Ö ùyÏ�ÑÓÛÓÏÒáÛ
Θ ß ò�Ô[ÒáÛ Ùyï ùHÒ Ù Þ½Û#ÔUÚ Õ Ô Θ

ÒáÛ Õ�Ö Ò Ö�� Ï�÷¿ÔUÒ Ù Ö í3ÔUÚ Õ Ô Ψ ◦ Θ
ÒáÛüÔUÚ½Ï�Ò × Ï Ö ÔUÒ©ÔYìyí Õ�Ö½× ÔUÚ Õ Ô[Ò Ø T ÒáÛ ÕÔ Õ ï ëáÏ Õ ÞÊ÷ Ù ÑÓÑÓÏ�Û ÜÅÙ Ö½× Ò Ö½ú Ô Ù Õ[× Ï�Ñ Õ�Ö½ú Ï�ÝÊÏ Ö Ô�ÔUÚ½Ï Ö Θ(T )

Ú Õ Û n
î�ý�Ï × ÜÅÙ Ò Ö ÔUÛ ßXi Ù Ð�Ï¿ùyÏ�Ñ�í�Ð�Ï Ö Ï�Ï ×Ô Ù ÛÓÚ Ù ÐDÔUÚ Õ Ô Θ(T )

ÒáÛ Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú�Õ�Ö½× ÔUÚ Õ Ô Ψ
ÒáÛ Õ�Ö Ò Ö�� Ï�÷¿ÔUÒ Ù Ö	ßÎKÏÊÐ¹Òáëáë î¢ÑÓÛ»ÔÀÛÓÚ Ù Ð ÔUÚ Õ Ô Ψ

ÒáÛ Õ�Ö Ò Ö�� Ï�÷¿ÔUÒ Ù Ö	ß'ê Þ Ü½ÜÅÙ ÛÓÏ�Ð�Ï Õ ÑÓÏÊÔUÑ»ìHÒ Ö½ú Ô Ù Ò Ö ÛÓÏ�Ñ»Ô n
Ï�Ý Ü ÔYìÑ Ù Ð¹ÛÀÒ Ö Ô Ù T

í Û Ù Õ ÛeÔ Ù ú Ï¿Ô Õ Ô Õ ï ëáÏ Õ Þ T ′ ÷ Ù ÑÓÑÓÏ�Û ÜÅÙ Ö½× Ò Ö½ú Ô Ù Õ�Ö Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö π ß
r ëáÏ Õ ÑÓë©ì�ÔUÚ½Ï#î¢ÑÓÛ»ÔøÑ Ù Ð Ù�Ø ÔUÚ½Ï[ÑÓÏ�ÛÓÞ½ë©ÔUÒ Ö½ú Ô Õ ï ëáÏ Õ Þ T ′ ÷ Õ�Ö½Ö Ù Ô ï Ï[Ï�Ý Ü ÔYìyí ï Ï�÷ Õ Þ½ÛÓÏeÔUÚ½Ï Ö π(1) = 1ùHÒ Ù ë Õ ÔUÏ�ÛüÔUÚ½Ï�ÑÓÏ
\dÞ½ÒáÑÓÏ�ÝÊÏ Ö Ô[ÔUÚ Õ�Ö π(1) > π(2) ß�à�×½× Ò©ÔUÒ Ù Ö¢Õ ëáë©ìyí ï ì g Ï�ÝÊÝ Õ�� íaÐ�ÏÊ÷ Õ�Ö½Ö Ù ÔeÚ Õ ùyÏÔUÚ½ÑÓÏ�Ï[÷ Ù Ö ÛÓÏ�÷�Þ�ÔUÒ©ùyÏ�Ï�Ý Ü ÔYì·Ñ Ù Ð¹Û Ù�Ø ÔUÚ½Ï[Û Õ ÝÊÏ#ëáÏ Ö½ú ÔUÚ ßr Ù Ö ÛÓÒ × Ï�Ñ�ÔYÐ Ù ÷ Ù Ö ÛÓÏ�÷�Þ�ÔUÒ©ùyÏ#Ñ Ù Ð¹Û�Ò Ö T

Ð¹Ú½Òá÷jÚ·Ú Õ ùyÏüëáÏ Ö½ú ÔUÚ½Û t ≥ s ß g Ï¿Ô�Þ½Û�ÔUÑ»ìÊÔ Ù Ý Õ ý�ÒáÝÊÒ � ÏÔUÚ½Ï Ö Þ½Ý ï Ï�Ñ Ù�Ø Ï�Ý Ü ÔYì�Ñ Ù Ð¹Û�ÔUÚ Õ Ô�Ð�Ïü÷ Õ�Ö Ò Ö ÛÓÏ�Ñ»Ô ï Ï¿ÔYÐ�Ï�Ï Ö ÔUÚ½Ï�ÛÓÏ#Ñ Ù Ð¹Û�í½ÛÓÞ½÷jÚ·ÔUÚ Õ Ô�ÔUÚ½ÏüÑÓÏ�ÛÓÞ½ë©ÔUÒ Ö½úÜ Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö π
Ð¹Òáëáë ï Ï Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú½ß�ê Þ Ü½ÜÅÙ ÛÓÏ�ÔUÚ½Ï�ÛÓÏÊÑ Ù Ð¹ÛeÚ Õ ùyÏÊëáÏ Ö½ú ÔUÚ½Û r1, r2, . . . , rm

íaÐ¹Ò©ÔUÚ
t ≥ r1 ≥ r2 ≥ · · · ≥ rm ≥ s ß¹à Û ï Ï ØuÙ ÑÓÏ�í>ÔUÚ½Ï�ÑÓÏ�÷ Õ�Ö½Ö Ù Ô ï ÏeÔUÚ½ÑÓÏ�Ï�÷ Ù Ö ÛÓÏ�÷�Þ�ÔUÒ©ùyÏ ri ³ Û
Ð¹Ú½Òá÷jÚ Õ ÑÓÏÏ
\dÞ Õ ë ß G¢Þ½Ñ»ÔUÚ½Ï�ÑÓÝ Ù ÑÓÏ�í Ö Ù ÔUÏ
ÔUÚ Õ Ô Õ Ø ÔUÏ�Ñ�ÔUÚ½ÏøÑ Ù Ð¹Û Ù�Ø ëáÏ Ö½ú ÔUÚ t

ídÔUÚ½Ï�ÑÓÏü÷ Õ�Ö½Ö Ù Ô ï Ï
ÔYÐ Ù Ï�Ý Ü ÔYìÊÑ Ù Ð¹ÛÙ�Ø ÔUÚ½ÏÀÛ Õ ÝÊÏÀëáÏ Ö½ú ÔUÚ ß ò Ö½× Ï�Ï × í�Ò Ø ÔUÚ½Ï�ÑÓÏ�Ð�Ï�ÑÓÏ;ÔYÐ Ù ÛÓÞ½÷jÚ"Ñ Ù Ð¹Û þ Û Õ ì/Ð¹Ò©ÔUÚ�ùyÏ�Ñ»ÔUÒá÷ Õ ë Ï ×½ú ÏÀë Õ ï Ï�ëáÛ jÕ�Ö½× j +1 ÿ ÔUÚ½Ï Ö ÛÓÒ Ö ÷�Ï j−1
ÒáÛ ÔUÚ½Ï¹ë Õ ï Ï�ë Ù�Ø Õ . � æ�è8¨ � ç¢ä�â�ã Û»ÔUÏ Ü�Ù�Ø ÔUÚ½Ï�Ô Õ ï ëáÏ Õ Þ�´ÀÒ ß Ï ß ÔUÚ½Ï ÜÅÙ ÛÓÒ©ÔUÒ Ù ÖÙ�Ø ÕbÖ Ù Ö Ï�ý�÷�Ï ×¢Õ�Ö ÷�ÏI´'Ð�ÏÀÐ Ù Þ½ë × Ú Õ ùyÏ π(j − 1) < j − 1, π(j) = j

í Õ�Ö½× π(j) = j + 1 ß K�Ú½ÒáÛùHÒ Ù ë Õ ÔUÏ�Û�ÔUÚ½Ï[ÑÓÏ
\dÞ½ÒáÑÓÏ�ÝÊÏ Ö Ô¹ÔUÚ Õ Ô π ï Ï Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú½ßê Ù ÔUÚ½Ï ï Ï�Û»Ô!Ð�Ï�÷ Ù Þ½ë × Ú ÙyÜ Ï ØuÙ ÑaÒáÛaÔ Ù Ú Õ ùyÏ�Ï�Ý Ü ÔYì#Ñ Ù Ð¹Û Ù�Ø ëáÏ Ö½ú ÔUÚ½Û t, t, t−1, t−2, . . . , s+1, s ßN�Þ�ÔøÒ Ö Ø Õ ÷¿Ô
Ð�Ï�÷ Õ�Ö½Ö Ù ÔüÚ Õ ùyÏ Õ�Ö Ï�Ý Ü ÔYì'Ñ Ù Ð Ù�Ø ëáÏ Ö½ú ÔUÚ s ß ò Ø Ð�Ï × Ò × í¢ÔUÚ½Ï Ö Ò Ø j
ÒáÛ�ÔUÚ½Ï�ë Õ ï Ï�ë Ù�ØÔUÚ½Ï�ùyÏ�Ñ»ÔUÒá÷ Õ ë½Û»ÔUÏ ÜÊÙ�Ø ÔUÚ½ÒáÛ�Ñ Ù Ð[ímÔUÚ½Ï Ö Ð�Ï�Ð Ù Þ½ë × Ú Õ ùyÏ π(j−1) < j−1 þ ÛÓÒ Ö ÷�Ï j−1
Ð Ù Þ½ë × ï Ï�ÔUÚ½Ïë Õ ï Ï�ë Ù�Ø Õ Ú Ù ÑÓÒ � Ù Ö Ô Õ ë Û»ÔUÏ Ü í!Ú½Ï Ö ÷�Ï Õ ÜÅÙ ÛÓÒ©ÔUÒ Ù Ö Ù�Ø Õ·Ö Ù Ö Ï�ý�÷�Ï ×¢Õ�Ö ÷�Ï ÿ�ß�à�×½× Ò©ÔUÒ Ù Ö¢Õ ëáë©ìyíÅÐ�Ï�Ð Ù Þ½ë ×
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Ú Õ ùyÏ π(j) = j Õ�Ö½× π(j +1) ≥ j +1
í Õ�Ö½× ÔUÚ½Ï�ÛÓÏ
ÔUÚ½ÑÓÏ�ÏøÏ Ö ÔUÑÓÒáÏ�Û�Ð Ù Þ½ë × ùHÒ Ù ë Õ ÔUÏ�ÔUÚ½ÏøÑÓÏ
\dÞ½ÒáÑÓÏ�ÝÊÏ Ö ÔÔUÚ Õ Ô π ï Ï Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú½ßK�Ú½Ï�ÑÓÏ ØuÙ ÑÓÏ�Ò Ø Ð�Ï�Ð Õ�Ö Ô5Ô Ù Ò Ö ÛÓÏ�Ñ»Ô n
Ï�Ý Ü ÔYìeÑ Ù Ð¹Û5Ò Ö Ô Ù T ÛÓÞ½÷jÚÀÔUÚ Õ Ô!ÔUÚ½Ï�ÑÓÏ�ÛÓÞ½ë©ÔUÒ Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù ÖÒáÛ Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú í¢ÔUÚ½Ï Ö Ù Þ½Ñ Ù Ö ë©ì-÷jÚ Ù Òá÷�Ï�ÒáÛ¹Ô Ù Þ½ÛÓÏeÔUÚ½Ï Õ ë ú Ù ÑÓÒ©ÔUÚ½Ý × Ï�ÛÓ÷�ÑÓÒ ï Ï × Ò Ö ÔUÚ½Ï × Ï¿î Ö Ò©ÔUÒ Ù Ö Ù�Ø

Θ ß K�Ú½Ï�ÑÓÏ ØuÙ ÑÓÏ Ψ
ÒáÛ Õ�Ö Ò Ö�� Ï�÷¿ÔUÒ Ù Ö	ßG5Ò Ö¢Õ ëáë©ìeÒ©ÔwÑÓÏ�Ý Õ Ò Ö Û Ô Ù ÛÓÚ Ù Ð}ÔUÚ Õ Ô�ÔUÚ½Ï Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö ÷ Ù ÑÓÑÓÏ�Û ÜÅÙ Ö½× Ò Ö½ú Ô Ù Θ(T )

ÒáÛ Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú½ß
r Ù Ö ÛÓÒ × Ï�Ñ�ÔYÐ Ù ÷ Ù Ö ÛÓÏ�÷�Þ�ÔUÒ©ùyÏ[Ñ Ù Ð¹Û Ù�Ø ëáÏ Ö½ú ÔUÚ½Û λi Õ�Ö½× λi+1

Ò Ö T
í Õ�Ö½× ÛÓÞ Ü½ÜÅÙ ÛÓÏ#ÔUÚ Õ Ô�ÔUÚ½ÏüùyÏ�Ñ»ÔUÒá÷ Õ ë÷ Ù ëáÞ½Ý Ö ë Õ ï Ï�ëáÛ�÷ Ù ÑÓÑÓÏ�Û ÜÅÙ Ö½× Ò Ö½ú Ô Ù ÔUÚ½Ï�ÛÓÏ�Ñ Ù Ð¹Û Õ ÑÓÏ j Õ�Ö½× k ß ÎKÏ[Ð¹ÒáëáëaÛÓÚ Ù Ð ÔUÚ Õ Ô
ÔUÚ½ÏeÏ Ö ÔUÑÓÒáÏ�Û Ù�ØÔUÚ½Ïb÷ Ù ÑÓÑÓÏ�Û ÜÅÙ Ö½× Ò Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Ø Ñ Ù Ý ÜÅÙ ÛÓÒ©ÔUÒ Ù Ö Û j

Ô Ù k Õ ÑÓÏ Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú½ß�ê Ò Ö ÷�ÏÊÔUÚ½ÏbÑ Ù Ð Ù�ØëáÏ Ö½ú ÔUÚ λi
Ú Õ Û Õ Ô¹ëáÏ Õ Û»Ô Ù Ö Ï × Ù Ô%í½Ð�ÏeÚ Õ ùyÏ π(j) > j ß�ê Ò Ö ÷�Ï j + 1 Õ�Ö½× j + 2

ë Õ ï Ï�ë3ÔUÚ½Ï[ùyÏ�Ñ»ÔUÒá÷ Õ ëÛ»ÔUÏ Ü Û Ù�Ø Ï�Ý Ü ÔYì·Ñ Ù Ð¹Û�í½Ð�Ï[Ú Õ ùyÏ π(j + 1) = j + 1 Õ�Ö½× π(j + 2) = j + 2 ß�ê Ò Ö ÷�Ï j + 3
ë Õ ï Ï�ëáÛ ÕÚ Ù ÑÓÒ � Ù Ö Ô Õ ëÅÛ»ÔUÏ Ü í π(j + 3) < j + 3 þ7Õ�Ö½× Ú½Ï Ö ÷�Ï#ëáÏ�ÛÓÛ�ÔUÚ Õ�Ö j + 2

ÛÓÒ Ö ÷�Ï π(j + 2) = j + 2 ÿ�ß�ê Ò Ö ÷�Ï
j + 4

ë Õ ï Ï�ëáÛ Õ ùyÏ�Ñ»ÔUÒá÷ Õ ë	Û»ÔUÏ Ü í π(j + 4) = j + 4 ß�r Ù Ö ÔUÒ Ö Þ½Ò Ö½ú Ò Ö ÔUÚ½ÒáÛ Ø Õ ÛÓÚ½Ò Ù Ö íHÐ�Ï[î Ö¢Õ ëáë©ì�÷jÚ½Ï�÷!OÔUÚ Õ Ô π(k − 2) = k − 2
í
π(k − 1) < k − 1 þ Ú½Ï Ö ÷�Ï[ëáÏ�ÛÓÛ�ÔUÚ Õ�Ö k − 2 ÿ í Õ�Ö½× π(k) > k ß�r ëáÏ Õ ÑÓë©ì πÒáÛ Õ ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú ï Ï¿ÔYÐ�Ï�Ï Ö ÔUÚ½Ï ÜÅÙ ÛÓÒ©ÔUÒ Ù Ö Û j Õ�Ö½× k

í Õ�Ö½× ÛÓÒ Ö ÷�Ï¹ÔUÚ½ÏøÛ Õ ÝÊÏ Õ Ñ ú Þ½ÝÊÏ Ö Ô�÷ Õ�Ö ï Ï Õ Ü½Ü ëáÒáÏ ×Ô Ù ÔUÚ½Ï[ÑÓÏ�Ý Õ Ò Ö Ò Ö½ú ÜÅÙ ÛÓÒ©ÔUÒ Ù Ö Û Ù�Ø π
í�Ð�Ï Õ ÑÓÏ × Ù Ö Ï ß

µ T�[�T�Ç T¹Ä-Ì²TdW

ó H õ[à�ß?¶ Ù Û»Ô Ö ÒkO Ù ùÅí?K Ù Ô Õ ë ÜÅÙ ÛÓÒ©ÔUÒ©ùHÒ©ÔYìyí°·#Ñ Õ ÛÓÛÓÝ Õ�Ö½Ö Ò Õ�Ö Û�í Õ�Ö½×'Ö Ï¿ÔYÐ Ù Ñ+OdÛ ß�¸§¹fº!»�¼¾½�¿hÀÁ'Â'Á'Ã'Ä'ÂÅ
ó ôpõ ö ß�ê Ô Õ�Ö ëáÏ¿ì�J à ë©ÔUÏ�Ñ Ö¢Õ ÔUÒ Ö½ú Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Û Õ�Ö½× Û»ìHÝÊÝÊÏ¿ÔUÑÓÒá÷ Ø Þ Ö ÷¿ÔUÒ Ù Ö Û�íhÆ ß²r Ù Ý ï Ò Ö¢Õ Ô Ù ÑÓÒ Õ ëK�Ú½Ï Ù Ñ»ì ê Ï�ÑÓÒáÏ�Û à í°Ç Ù ëáÞ½ÝÊÏIH'H�¯ þOôÈ'È�Éyÿ í Ü Õ�ú Ï�Ûd¯�� � MC¯ �'È�ß
ó � õ=��ß!ê ÔUÏ�Ò Ö½ú ÑÓÒáÝÊÛÓÛ Ù Ö í g ß ÎAÒáëáëáÒ Õ ÝÊÛ�í ¶ Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Ô Õ ï ëáÏ Õ ÞHý Õ�Ö½× Ü Ï�ÑÓÝÀÞ�Ô Õ ÔUÒ Ù Ö Ü Õ ÔÓÔUÏ�Ñ Ö Û�í Æ ßr Ù Ý ï Ò Ö¢Õ Ô Ù ÑÓÒ Õ ë�K�Ú½Ï Ù Ñ»ì ê Ï�ÑÓÒáÏ�Û à í°Ç Ù ëáÞ½ÝÊÏIH'H�¯ þOôÈ'È�Éyÿ í Ü Õ�ú Ï�Û ô H'H4M ô �¯ ß
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