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Résumé

G. Anderson a développé une méthode nouvelle pour calculer I'in-
tégrale de Selberg. Nous montrons que cette méthode s’applique aussi
pour calculer une généralisation de l'intégrale de Selberg étudiée par
J. Kaneko.

Le résultat s’exprime a I’aide des polynoémes de Jacobi symétriques
a plusieurs variables. La preuve utilise les opérateurs de montée et de
descente qui leur sont associés.

1 Introduction

Selberg [30] a étudié 'intégrale suivante:

1 n
57(La7b76) - — ch;.’_l(l — a:,;)b_l H |z — 95j|2c dz (1)

n!
[01]™ =1 1<i<j<n
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Il a montré que:

n—1

glabe I'(a+jo) T'(b+jo) I'((J + Do)
H I'la+b+(n+j—1)c) I'(c) 2)

M

Ultérieurement ce résultat a été relié aux conjectures de Macdonald, [22],
[25] sur les sytémes de racines. En particulier il a permis de démontrer les
identités de termes constants pour les systemes de racines affines de type
BC,, et A,, [25], [16], G5 [13]. Ces conjectures ont été démontrées par G. J.
Heckmann et E. M. Opdam [18], [15], [26], [27], [28].

On s’intéresse a la valeur des intégrales du type:

¢f 1
Jeraxyd = [ 2@l 0-e) [ le-adz (3)
[0,1]" i=1 1<i<j<n
ou X(z) = X(x1,...,x,) un polyndéme symétrique en (zy,...,x,) .

Dans [3] Aomoto indique que pour des raisons cohomologiques le rapport
de la valeur de cette intégrale a I'intégrale de Selberg est un nombre rationnel.
I a calculé l'intégrale (3) lorsque X'(z) est I'une des fonctions symétriques
¢élémentaires:

eilz) = e(wr,...,z,) = Z(:—1) S
Xz = 62(21) = ey(wy, .:. G Tp) = ISKJ;SH Ti%;
en(z) = en(z1,...yxn) = ()",

I montre qu’elle est proportionnelle, avec un facteur de proportionnalité

rationnel explicite, au produit d’un coefficient convenable du polynome de

a_qb_
Jacobi, P plehe 1)(1 — 2y), par l'intégrale de Selberg

Rappelons que les polynomes de Jacobi, P9 (z) (n € N), sont les poly-

nomes orthogonaux par rapport au produit scalalre sur l'espace, R[z] des
+1

polynomes a coefficients réels, (f, g)a g = / (1—2)* (1+2)° f(2)-g(z) da,
-1

tels que P“?(z) soit de degré n et normalisé par:

PP (1) = (14'04)(14'047: 1)---(a+n) _ (1 _;'Oé)n
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Le résultat d’Aomoto s’exprime en fait plus agréablement en utilisant des
polynoémes de Jacobi unitaires, notés P*9 (), cf. la formule (4). Ce sont
les polynomes unitaires associés aux polynomes de Jacobi. Ces polynomes
de Jacobi unitaires correspondent au cas d’une variable des polynomes de
Jacobi symétriques introduits par Debiard, [7].

Le résultat d’Aomoto, obtenu a l'aide de la formule de Stokes, est le
suivant!. Soit:

er 1
Alebe) () /[ | (U | EZRCER | QR
0,1]™ , 4

i=1 1<i<j<n
Alors:
n— ab,e)p(2—1,2-1)
(—C)n n! ( Hi:(]l m) Sr(L b )Pnc ¢ (1 — 2y)
APtI) = (4)

a_1b_
(—2)~" SO pieT e (1 — gy)

Ce résultat permet par identification des coefficients de 3* dans les deux mem-
bres de calculer les intégrales (3) lorsque X'(z) est une fonction symétrique
élémentaire.

J. Kaneko, [17] a generahse le résultat d’Aomoto. I exprime Ji**° (X )

dans le cas ou X(z Hez )", a l'aide des coefficients des polynomes

de Jacobi généralisés Symetrlques (cf. [7]) introduits par Debiard, [7] et
Koornwinder, [19].

Soit fi(a BN (ty, by, tm) le polynéme de Jacobi généralisé symétrique
A m variables? associé a la partition n = (n,n,---,n) de n - m en m parts
égales a n, cf [7].
Soit y = (y1,¥2," ", Ym) €t & = (x1, 72, -+, 7,) des variables indépen-
dantes. Soit x,(y,z) = H H(y; — ;)" un polynéme symétrique en y et
j=1i=1

!Notre définition de l'intégrale d’Aomoto differe pour des raisons de commodité de
calcul par le facteur (_nl,)n de la sienne.

2La normalisation des polynomes de Jacobi ordinaires, [29] n’est pas la méme que celle
des polyndmes de Jacobi généralisés symétriques, [7], lorsqu’on restreint le nombre de
variables a 1, d’oti l'introduction des polynomes de Jacobi unitaires.
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si u € N et plus généralement une fonction symétrique en y et z si u € R.

On posera x1(y,z) = x(y, 2).
J. Kaneko, [17], calcule pour u = 1 et m quelconque, donc en fait aussi

pour u entier positif, et pour u = —c l'intégrale suivante?:
abe) (o déf 1 o B )
AlbI(y) = = Xuz) [T 0 =)™ T e — 2l dz (5)
X !
*J0,1]m i=1 1<i<j<n

ou dx = dxidxy---dx, et ou a, b, ¢ sont des réels suffisament grands pour
que l'intégrale converge (par exemple a,b, ¢ > 0). Il montre pour u = 1 que:

(a,b,c) dif (a,b,c)
= (=2)7Geb) pE-L b em)(1 — 2y 1 — 2yg, -+, 1 — 24)

n

Pour ©v = ¢ le résultat de J. Kaneko nécessite la définition des fonctions de
JaCkv 2F1a(av b7 CGYiy .- 7ym)

Nous retrouvons les résultats d’Aomoto et de Kaneko aux théoremes 1 et
2 en suivant la méthode, tres naturelle et élémentaire dans son principe, in-
troduite par Anderson, [1], pour calculer 'intégrale de Selberg. Ces résultats
peuvent aussi etre interprétés comme des représentations intégrales des po-
lynoémes de Jacobi symétriques, cf. [8]. Nous donnons le résultat de Kaneko
seulement pour u = 1, nous reviendrons ultérieurement sur un cas plus
général. Tous ces résultats sont liés aux conjectures d’Evans, cf. [11] et
2], sur les identités entre sommes de Gauss; nous espérons revenir sur cet
aspect.

Notre contribution principale tient dans les propositions 1 a 6 et spécia-
lement les propositions 3 et 4.

Notre démonstration utilise la formule de Rodriguez pour les polynoémes
de Jacobi, cf. [29], dans le cas de l'intégrale d’Aomoto. Elle utilise les
opérateurs de montée D(ff ’7), introduits par A. Debiard [7], pour le cas a
m variables au lieu du Laplacien utilisé par Kaneko [17]. Ces opérateurs de
montée donnent pour les polynomes de Jacobi généralisés symétriques une
représentation analogue a la formule de Rodriguez.

Un des points clé de la démonstration est 'identification de la restriction
a certains sous-espaces de ces opérateurs de montée avec 'opérateur ® que

3Notre définition de I'intégrale de Kaneko, pour u entier, differe pour des raisons de
commodité de calcul par le signe (—1)"™* de la sienne.
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nous introduisons sur les polynomes a m variables. Cet opérateur ® est une
transformée de Mellin formelle sur ’espace des polynomes.

Au paragraphe 4.4.2 nous indiquons comment on peut traiter le cas

Xu(y,z) = HH(yJ — )", n; € N. Ce cas peut aussi étre obtenu par
=1 i=1

la méthode ]de J. Kaneko a condition d’exprimer ses opérateurs différentiels

en variables symétriques.

En fait la réponse apportée au calcul de I'intégrale (3) par les formules
(4) et (6) n’est pas totalement satisfaisante car bien que les coefficients des
polynomes de Jacobi généralisés symétriques soient calculables, au moins
théoriquement, pour chaque partition n = (n,...,n,), on ne connait de
formule générale que dans des cas tres particuliers, [8], [9], [10].

Remerciements: A. Debiard nous a signalé l'article de J. Kaneko et
nous a expliqué la théorie des polynomes de Jacobi symétriques et de leurs
opérateurs de montée et de descente. L. Habsieger a lu attentivement une
premiere version et nous a permis ainsi de rectifier plusieurs erreurs. Nous
remercions les référés qui ont pris la peine de relire avec grand soin le texte
et qui nous ont permis grace a leurs remarques de corriger de nombreuses
erreurs.
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2 Expression en variables symétriques

En suivant la méthode d’Anderson, [1], nous allons donner une expression
de Jf&b’c) (y) a Paide des fonctions symétriques élémentaires en les zéros du

polynome F(t) = H(t — ;).
i=1
Cette méthode consiste a exprimer les fonctions symétriques qui apparais-
sent dans la définition de I'intégrale de Selberg et ses généralisations a 1’aide
des fonctions symétriques élémentaires et a utiliser la formule d’interpolation
de Lagrange pour faire le changement de variables. Le lemme 1 est tiré de [1].

Définition 1 Soit P, (t) l'ensemble des polynomes F(t) € R[t], unitaires de
degré n, dont toutes les racines sont réelles, distinctes, et comprises entre 0
et 1.

Lemme 1 Soit F(t) = Fy + Fit + - + F, qt" ' +t" =[], (t — x;). Soit

i=1
x(yz) = T [Tei (g — ). Soit A(F) le discriminant de F(t). Soit
dE = dF(] dFl cee an—l' AlO?"S

a,b,c - a— — ce—1
setow = [ (TP IFOF PO AE) e
FeP (1) e
O On a, en effet, un difféomorphisme entre {z = (z1, 29, -+, x,) € [0, 1]™;

0 <z <x9 <+ <z <1} et Pensemble des polyndmes F(t) € P,(t),

donné par

{z=(v1,m0,,2); 0< 21 <9+ <2, <1}~

~ {F(t) €Pult); F(t)= H(t - x,;)}
dont le Jacobien vaut | A(F) |/ O

3 La méthode d’Anderson, le cas m =1

Pour faciliter la lecture de la démonstration du théoréme principal (théo-
reme 2) qui occupe la section suivante, nous allons appliquer tout d’abord la
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méthode d’Anderson pour retrouver le résultat d’Aomoto [3]:

A%a,b,c)(y) — (H — fL’z 1 — (L’z)b_1> H |5L'7, - l’j|2cd£
[0,1]™

i=1 1<i<j<n

n a b
-~ sebeplethe (2
(H a+b+ (n+1i)c )) " ( )

i=1
1.b

= (—2) S plEThETY (1 gy

ou les Pi%’g)(x) sont les polynémes de Jacobi classiques, [29], et les Pé%’g)(x)
sont les polynomes de Jacobi unitaires. Le principe général de la méthode
suivie dans ce paragraphe, comme dans le suivant, est dia a Anderson [1], la
démonstration du théoreme 1 est, semble-t-il, nouvelle.

n+1
Définition 2 Soit (; < (o < -+ < (uy1 des réels, et soit Z(t) = [ (t — ).
i=1
On définit D,,(Z) de la maniere suivante:

D, (Z) est l'ensemble des polynomes P(t) € RJt], de degré n, dont les
racines (xy,---,Ty,) sont enlacées par la suite ¢ = (C1, G, -+ Gugr). Clest a
dire

Q<1 <@<r3<...<( <xp < (pi1

n n+1
Lemme 2 Soit G(t) = H(t—%) ot lesv; € R et soit Z(t) = H(t—C,;) tels
i=1 =1

que la suite () cijcpyy enlace la suite (Vi) <;c,, autrement dit G € D,(Z).
Alors on peut écrire de maniere unique:

G(t) = {Z ﬁ} Z(t)

(G
2M(G)
pi>0; 1<1<n+1
n+1 ’

Sh-1

\ =1

avec
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O On effectue la décomposition en éléments simples de ou de maniere

t
Z(t)’
équivalente on utilise la formule d’interpolation de Lagrange. O

On veut évaluer l'intégrale

n+1

déf
Insa"'asn ) = / Gy GC@
(1 +1;Y) Do ( )E| ()

ol Gy) =Go+Gry+Gay*+- -+ G y" +y", dG = dGodG, - - - dG,, 4

si—ldQ

Lemme 3 Soit
n+1
= {B = (P pnsn) €RM (i > 01 <icnss Zpi N 1}
i=1
Alors: D,(Z) ~ U,
O Ce lemme sera démontré dans le cours de la preuve du lemme 7 O

Lemme 4 Soit U,, comme au lemme 3, et soit

n+1
déf .
L) [ IR (O
cl/n i=1
déf n+1
et et é Si S]—l
Zi(s) =Zi(s1,- .-+ 8p41) = /L{ P; Hpj dp
BG n y—
i

ou s; €R et s; > 1. Alors:

n+1 n+1

To(s1,. s smeisy) = —ZQ (H|Z' G ) Tils) (7)

I To(S1,- - Sn413Y) o s]__ H;L+11 I'(s;) 3
1 ” = H| (¢5)] nt1 (8)
Jyl oo y (255 s)

~ Si H;H_ll I'(s;)

Zi(s) = <1+Zn+1 ) (9)
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O Pour la preuve de (7) et de (9) voir les lemmes 7 et 8. Démontrons (8) qui
n’est autre quun des lemmes d’Anderson, [1]:

n+1

In YRR | n ;
lim (51 Snt15Y) :/ | | 1G(G)
y" cgeD.(2)

ly[—o0 i
1=

P(1+ ) T T(sy)
B |yl|~ooy (H| ) D1+ s))

B n+1 s]__ Hn-i-l F( n+1
- (H| (¢5)] ) (1+Zn+1 (Zsy>

(Y = [1,2 T'(s))
_(H| CJ )F(Zn—i-l )D

)G

j=1 5j
Soit:
déf n n+1
B L(F,G) € Py x Prys FO) = [[ (6 - 01), G0 = [[ (=),
i=1 i=1

0§71<§01<72<<90n<7n+1§1}

Le lemme suivant est au coeur de la méthode d’Anderson [1], en particu-

lier Vintroduction de Dintégrale I (y) et son calcul par deux méthodes
différentes. Nous n’avons fait que I'adapter a notre situation.

Lemme 5 Soit F,G € Rly|, F € P,, G € P,.1. Soit R(F,G) le résultant
de F et G, R(F,G)| = [Ty 1G(@)| = TI2 1F (), ot les (1)icicnst sont
les racines de G et les (@;)1<i<n celles de F. Soit dF = dFy---dF,_, et
dG = dGy---dG,. Soit

L (y) = / G(y) - 1GO)" |G - [R(F, G)|" ' dEdG
(F,G)€EEp41

Alors:
C(a)T(O)T ()™
- )F(l +a+ b+ nc) /Fepn Fly)

a b - 1 a+c— c— c—3
x{‘+m—c | }IF<0)|+ L IPPE AP HE



THE ELECTRONIC JOURNAL OF COMBINATORICS 3 (2) (1996), #R1 10

O Intégrons par rapport a G puis par rapport a F. Dans le lemme suivant
nous intégrerons dans l'ordre inverse.

Posons pour (F,G) € E,.1, Z(y) = (y — 1)F(y). Les racines de Z
enlacent celles de G, autrement dit (G, Z) € E, 12, ou encore G € D, ().
I vient:

I49y) =

N /Fepn {/GGDnH(Z) G(y) . |G(O)|a_ . |G(1)| : H |G(90i)|c_ dg} "

i=1

Notons ((;)1<i<n+2 les racines de Z ordonnées de la maniere suivante: ¢; = 0,
G =g pour 2 <1<n+1, (o =1 Posons aussi s; = a, s; = ¢ pour
2<i<n+1, s,40 =0>0. Alors:

/ G(y) [G(O)* (GO P T 1G () dG =
GeDi1(2) i1
n+2

- /G RO

si—ldQ

Il est immédiat que:

Z(0)=-F(0), 2(1)=F1), {Z(¢) = eiles— VF ()}

1<j<n
Donc d’apres le lemme 4:

n+2

/G o, Co L
n+2 n+2 / s] H;L+12 F(Sj)
__ZQ (H| (€)1 ) 1+ 5" 2s)

]1]

si—ldg —

Il suffit alors de revenir aux définitions de Z, des (; et des s;. O

Lemme 6 On a:

a,b,c _ F(C)H—H
I, )(y) - T((n+1)c)

n

/ G(y) [G(O)|"H|G(1)["HAG)|~FdG
GeP s
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O On calcule ]}La’b’c)(y) en intégrant d’abord en F puis en G, puis on utilise
la formule 9 du lemme 4. O

Nous pouvons comparer les deux expressions de Il ( ), le but étant

abc)(

de calculer par récurrence I'intégrale d’Aomoto A y) et de la comparer

a l'intégrale de Selberg S (a.bc)

a_1b_ o d
Soit 'opérateur D(C Le-b _ yl—z(l_y)l—g y
Y

a une variable de I'opérateur, D ), défini dans [7] et rappelé au lemme 13

ye (1—y)%, c’est la version

Proposition 1 Soit:

a,n,c 1 : ¢
Ab) () — o (H(y_‘mx Y =) 1) I 12— al*dz

i=1 1<i<j<n

= /FGP F(y) [FO)|* ™ [F(1)]P ™ |A(F)| 2dE

Alors on a la relation de récurrence entre A% (y) et AL (y):

I'(c) (a,b,c) ['(a)T'(b) (21,k_1)
_— 7 — — D c c
Mt Do W= " T at b0

A%a—i—c,b—i—c,c) (y)

O D’apres le lemme 6 on a:

Lﬂ“ a—1 b—1 1
F<<n+1>c>/GGPWG(”'G(ON GOIMAG)EdG

F(C)n+1 (a,b,c)
L((n+1)c) ™! ()

I (y)

n

D’apres le lemme 5:

[(a)T(b)T(c)"
)F(l +a+ b+ nc) /Fepn Fly)

b —~ 1
+——c F(0)|*r 1 |F(1) [ |A(F) | 2dE
{y ! 2;%,_» O PP A

I (y) = y(y—

Par définition:

1

/ o FWFOI FQP AR)FHE = Afetey)
FG n
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1 d a1t
D’autre part F(y) E = —d—F( y). En utilisant I'opérateur D( “heh

— Vi~ Y Y

i=1

on peut alors écrire:

d
{( (y — 1) + by) AUEFH20) () 4+ ey(yy — 1@/1;@*6’““)@)} _

a_q1b_
_ —CD:EIC l,c 1) <A(a+c,b+C,C) (y)) O

Rappelons la formule de Rodriguez pour les polynomes de Jacobi unitaires,
-
5
2" dar
—al] -3 < a+n 1 — ﬂ—i—n)
TS (1-y) o \Y (1-y)

apres changement de variable y =

P9(1 — 2y) =

Théoréme 1 L’intégrale d’Aomoto, AnJrl (y), s’exprime a l’aide des poly-
nomes de Jacobi ou de Jacobi unitaires de la facon suivante:

a,b,c —(n a,b,c (%—1,%—1)
AEI () = (=2) gk pre e gy

O En revenant a la définition des opérateurs

a déf o - o
D ™ e (1 )0 Sy

oY —y)P*!, on remarque que:
Y

b
2_172_1)

ple 2.9 Grn—2,24n-2) o (44n—124n-1)
Y

OD:'SZ’Z O"'OD:E/C OD:,(JC e —
o [ d\"T b
=y (l-y) e (d—) (y”+?(1 - y)"+?)
Yy

(a+(n+1)e,b+(n+1)e, c)(

Il est clair que A, y) = 1, et donc en itérant la proposition 1:

a,b,c
A£L+1 )(y) =

o)1 T((n— j+1 c)l'(a+ jo)I'(b + jc)
<H F'l+a+b+ (n+j)e) )X

a b d et a b
xy“e(L—y) e (d—y) (?/”?(1 - y)"+?)

En utilisant la relation de contiguité pour la fonction I'; la formule de Ro-
driguez et la valeur de I'intégrale de Selberg donnée a la formule (2) il vient:

Jj=

a,b,c (n (a,b,c) p(< 1,%—1)
ALEIy) = (=27 sl P e (1 - 2y)
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3.0.1 Remarque 1

Ce théoreme fournit en fait aussi une démonstration de la formule (2) donnant
la valeur de lintégrale de Selberg (cf. [1]). Ce théoreme est le cas a une
variable du théoreme 2, infra.

On a immediatement le corollaire suivant:
Corollaire 1 Soit e,x(2) = > 1ci) cipe. cip<n TinTin =+ Ty, la k-ieme fonc-

tion symétrique élémentaire en les variables xy, 2o, ..., x,. Soit, pour £ € N,
(x)p=z(x+1)---(z+0—1). Alors:

ef 1 a
Aga,b,c)(en’k) df eni(2) H :pg_l(l — (E,;)b_l H |z; — CEj|2C dx

n!
[0,1]" i=1 1<i<j<n

, <Z) <%+n—k)k<%+%+n—1)

n—k Sr(La,b,c)
(2+2+n-1)
4 La méthode d’Anderson, le cas m > 1

Ce paragraphe est consacré a l’extension a plusieurs variables du résultat
précédent.

4.1 Introduction de l'opérateur ¢

La méthode du lemme 7 est imitée d’Anderson [1]. On utilisera dans la

suite la convention suivante: si s = (s1,...,S,) est un multi-indice et si
x = (x1,...,2,) est un ensemble de variables on posera z£ = [/, z;". On
notera aussi s — 1 = (s — 1,82 — 1,...,8, — 1).
Lemme 7 Soit ¢ = (C1,C2,--.,Cut1) une suite strictement croissante de
réels. Soit sy,---,S,11 des nombres complexes de parties réelles suffisam-
n+1
ment grandes. Soit Z(t) = H (t—¢). Soit
i=1

o= {g= ) R 01 250,30 <1}

i=1
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On pose ppy1 =1 — Zp,; et on note dp = dpy - - - dp,.
i=1
Alors sty = (Y1, ,ym) et si G(t) = Go+ Gyt -+ Gy t" 1 +1"

n+1

Tia(sy) @ /GGD (H G(yy)) H G(¢G
- (f:[lz(yy))<g |Z/(Cz) Si_%) /Bd/{n (]f:[l (nz: Y — Cz) ) i_[ p;’z 1dp

O Le passage de la premiere expression de J), | (s,y) a la deuxieme se fait en
n+1
utilisant la formule d’interpolation de Lagrange. Posons Z;(t) = H (t—¢j).

j=1
J#i

sl_l ng dGq---dG,_4

n+1 n+1

On a alors: G(t sz f avecp,;—Z/Cz thzzl

i=1

La condition G € Dn(Z ), autrement dit le fait que les racines, 71, 7o,. . .,
Yo de G(t) soient enlacées par celles de Z(t), implique que p; > 0 pour
1<1<n+1.

La formule d’interpolation de Lagrange donne donc une bijection entre

Dn(Z) et U, = {BZ (P15 pn) ERY (01> 0) ey D i < 1}-
i=1
On considere donc que 'on a n variables indépendantes (py, ..., p,) et
que ppi1 =1—>"" pi. En fait cette bijection est un difféomorphisme dont
le Jacobien vaut:

‘ D(plvvpn)
D(Gﬂv"'an—l)

=

der ap n+1
; (3 Z/ —%: —
(52) .. -7 = 1)

0<j<n—1

ou A(Z) est le discriminant du polynome Z. On en déduit le résultat. O
On introduit un opérateur ® tres lié a la transformation de Mellin, cf.

[21].

Définition 3 Soit ® ['application R-linéaire de R [s1, 82, -+, Spi1] dans lui

méme définie de la maniére suivante. Soit a = (a,...,ane1) € Nt On
pose (s)y =s(s+1)---(s+a—1), et (s)g=1. On définit alors:

(5155 537) = ($1)ar (52)az =+ (Sn41)ans
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Lemme 8 Soient iy,...,i,m € {1,2,...,n + 1} (non nécessairement dis-
tincts) et soient sq,. .., S,41 des réels positifs. Soit:

n+1
déf i
Ail,...,im = / Piy Pig " " (H p = 1)
peld,

Alors :

Aif i = F(gzn_ﬂ L(s (H Sz]) (10)

. si+m)
O Considérons le difféomorphisme de Ry x U, sur [0, co]"™! défini par

(>\7 P1y-- ) pn) I (Aplv >\p27 S Apnv >\Pn+1)
n+1

avec Zpizl et pp>0pourl <i1<n+1
i=1

n+1

L’application réciproque qui va de [0, 00]"" sur R} x U,, est donnée par

n+1

T2 I
(T1,%9, ..., Tpy1) — E ;i , T T

:L_H L 7 Zi:l Ly Zi:l Ly

D(%, Lo, . . a$n+1)

= \". En
D(Avplv---vpn)

et le Jacobien de la transformation est

utilisant ce changement de variable il vient:

n+1

Ay g, <ZS’ +m) =

+o0 4
:/ p,;l...p,;mpé_ldp/ oy (ZH ) g
peun - —Jo

_syntl o _
—= / ) e( Zz:l ml) 5171:1%;2 o .. xim iﬁ 1 d&
z€[0,00]nF

Pour chaque i € {1,...,n+ 1} notons a; = #{j; 1 < j <m, i; =i}

n+1 n+1

Aiyigi (Z S; + m) = H/ e " sl+‘“_1da:z
n+1 n+1
- (H I‘(s,;)) o ( I1 s;.”) 0
=1 =1
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Proposition 2

(8 y) = <HZ Y;) )(h \Z'(¢) ) (gzz I'(s:)

-1 z+m)

<Y (I Ee)e(I)

1<t im <n+1

O C’est une conséquence immédiate des lemmes 7 et 8. O différentiel

4.2 Expression de ’opérateur ® a I’aide d’un opérateur
différentiel

Soit S;, = S = {1,2,...,m} et soit Y1, Y2, ..., Ym, Ym+1 des variables. Si

j € S on notera 0; = —

dy;
SiT C S, on notera:

T’:TU{m+1},VT: H(y,;—yj),a(T):H(?j, DT:—8
ijET jerT Vr
1<J

Vi est le Vandermonde des variables (y;)jer. Si T = ) on utilise la convention
standard: soit I application identique de C™, on pose Dy =T et Vj = 1.

Proposition 3 Soient [ et g deux fonctions de classe C™ en les variables
Y1, Y2, -, Ym alors:

— 3" Di(f) - Ds-rlg)

TCS

O La démonstration se fait laborieusement par récurrence sur m, cf [5]. O
Soit s1, S, ...,S, des réels, avec les notations précédentes posons:

n

falys) = Z " ? o Fnly) = an(yj)

gn(y;) = H(yj —G)% ; Galy) = Hgn(yj)
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Lemme 9 ———Ds(G,(y)) est un polynome en s = (81, 52,...,5,) @ coeffi-

Gn(y)
cients dans Z(y — (), ouy — ¢ = {(yj — () 1<i<n }

1<j<m
1 o™

O En effet V(y)G(y) est une dérivée logarithmique
V()G (y) 0510ys -~ - Oym »G(y)

par rapport aux variables yi,ys,...,ym et donc les exposants des y; — (;
apparaissent polynomialement. O

La proposition suivante est fondamentale.

Proposition 4 On a: %@Ds(gn(g)) = O(Fn(y))

O On procede par récurrence sur n.
Pour n =1 écrivons ( = (4 et s = s;1. Il nous faut démontrer:

m

1 S
o s - 07) = @ (11)

Il est clair que le membre de gauche est un polynéome en s unitaire de degré

j=1

m. Il suffit donc de montrer que pour, s =0, s =1, ....s =m —1on a
o) <V5 H(yj — C)_s) =0. Or Vg H(yj — ()% est égal au déterminant de
jes jeS
v
la matrice carrée d’ordre m, A = A(s) = <Ai,j) you Ay = —4—.
1<i,j<m (y; — ¢)*

On obtient 0% (||A]|) en dérivant chacune des lignes de A par rapport &
la variable y; correspondante, 9)(||A]|) est donc égal au déterminant de la

x C ou C est la matrice C' = (C’,;, )
Hjes(yj — )5t ‘ . ’
avec C; ; = (s—i+1)y;_1+(i—1) Cy;_2. Notons Cy la ¢-ieme ligne de C'. Pour

s=0,1,...,m—1,ona Z(-M(Z) Coip1¢* = 0, et donc ||B(s)|| = 0,
k=0

pour s =0,1,...,m — 1.

Supposons maintenant la propriété vraie a l'ordre n — 1. Posons S =
{1,2,...,m}

On peut écrire:

matrice B(s) =
1<i,j<m

_ S k _ Fnrly)
Fuly) = ;O‘ksn avee k= TEC:S [Ler(y — G fua(yy)

|T|=k
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D’apres 'hypothese de récurrence:

Foaly) Y _ 1
v (HjeT fn—l(yj)> T Gy Ds 7(Gn-1(y))

de sorte que
O(Fn(y)) = 250 Br - (sn)k
1 1

avee = Gn1(y) TEC:S [Ticr(vi — Cn)DS_T(gn_l(g))
|T|=k
et donc
1 (sn)i)
O(Fnly)) Ds_7(Gn-1(y)) (12)

N Gn-1(y) Tes [Ler(y = G)

D’autre part d’apres la proposition 3 et la formule (11)

Ds(Gnly)) = Ds(H(yj—Cn)s”gn—l(Q))

- Z DT(ﬁ(yj - Cn)sn) “Dsr <gn—1(g))
TCS j=1
- 5 (M- ) s (6t0)

D’apres la formule (12) on a Dg

/N

Guly)) = (Faly)) - Gas(w) [T (0 —
JES
Go)* et Gnoi(y) H(y] — ()™ = Gu(y). La proposition est démontrée O
JES
4.3 Récurrence entre Af;:bl’c) (y) et Afftebred (y)

Rappelons que l'on a pose, cf. la formule (5) et (6):

n m n

% (HH(%—wi))Hx?‘l(l—xi)b—l I |z dz

(01" =1 j=1 i=1 1<i<j<n
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Soit P,, = {F(t):H(t—go,;) ER[t]; pi eR; 0<p; <1, 1§i§n}. Soit:

i=1

n n+1

Epy1 = {(F, G) € Pux Pusrs F(t) = [[(t =), G&) = [t =)

i=1 i=1

0§71<§01<72<<90n<7n+1§1}

Si G(t) = [[4 (t — i) € Py, notons:

Dn(G)Z{FEPn;F(t)ZH(t—%);%<%<72<---<90n<%+1}

=1
Posons, si F' € P,, F(t) =" + ZZL:_; Fit' et dF = H:.L:_Ol dF,.

Lemme 10 Posons pour a,b,c € R :

a,o0,c dé - a— — c—
oW [ (T[6w)GOP 60 RE G dpdG
(F,G)EEnL+1

Jj=1

Alors: )
F(C) (n+1) (a,b,c)

T((n + 1)o) ‘1 (©)
O Soit F(t) = [ (t — i) € Pn. Soit Z(t) = t(t — 1)F(t) et soit:

1409 (y) =

n+1

Duii(Z) = {G € Puwrs Glt) = [ = ).

i=1

avecO§71<501<72<...<50n<%+1§1}

Intégrons 0" (y) d’abord en F € P, puis en G € Pp1:

~ Joep.. /Fepn@ (HG(yﬁ)'G(ON“‘ GO T IFGI " dEdG

i=1
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Appliquons le lemme 7, avec m = 0, c’est a dire avec H;”:l G(y;) = 1. Soit

d
G' = —G:
dt
n+1 n+1 n+1
/ H|F77, cldF H|G/ 01/2/ H)\c L\
FeD,( Aeldn 455
n+1 . ( )n+1
D’apres le lemme 8 avec m = 0: Ay dN = Donc:
L T((n+ 1)c)
I (y) =
s [ (e s tien - 1s@) 2 dg
L((n+1)c) JeePou \ 31 -
D’ou le résultat. O

Lemme 11 Soit F'(t) € P, etZ

/—\

t) =t(t—1)F(t). Notons( = (Ci,---,Cns2)

les zéros de Z(t), avec (3 = 0 < (o < ... < (g1 < Cua2 = 1. Soit s =
m n+2
(317527...7Sn+175n+2) soit .7:( Ng ) = H (Z i ) Posons si s1 =
- =1 = Yi — Ce
G, S9 =83 =...=8p11 =20, Spua=2>
HP) (y, () = O(F(y,(, 5)) e

8$2=...=Sp41=C
Sn+2:b

Alors

I (y) =
I'(a)T'(0)(c)™
o el I (N G TR TOe
IF'm+a+b+nc) Jpcp,

X (H(?Jj(l - yj)F(yj)> H) (y, Q)dE

(a,b,c

O Intégrons d’abord en G puis en F dans la définition de ]m n

](abc)( ) _

)(g). I1 vient:

m

/Fep /Gepn+1 (H G(?Jj)) IGO)[* G| R(F, Q)| Y dEdG

j=1
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Notons 1 = (o, ..., ©n = Cur1 les zéros de F.

On a Z'(¢y1) = gpz(gaz — l)F’(goz) pour 1 < ¢ < n. De méme on a
2'(0) = =F(0) et 2'(1) = , ot [Ty Z/(G)| = [F(O) [F()AF)].
On applique la proposition 2 et le lemme 8. O

Lorsqu il sera nécessaire de préciser les variables on notera 8 au lieu

de 0. On notera egalement V(y) au lieu de Vs(y) le Vandermonde en les
Variables Y= (Y1,--,Ym). SIU C S, U] est le cardinal de U.
On montre facilement le lemme suivant.

Lemme 12 Soit® = D" l'opérateur différentiel sur Rly] = Rly1, ..., Y]
défini de la maniére suivante:

o[ (v(y) =

Soit P(y) = V(Q)Hy?_l(yj — 1), Qy) V(y) Hyj ; b et soit

Si W(y ) V1Y) e (Y2) - Vm(Ym) 0t Yi(ys) € Rlyi, alors

200 (¥(y) = .2 (w)0™ (V(w)

B TCS

Remarquons que les 7,.(y) ne dépendent pas de W.

(a,b,c)

Ce lemme montre que la restriction de 'opérateur non linéaire D, aux

polynoémes qui sont des produits de polynomes a une variable COlHClde avec
un opérateur différentiel linéaire a coefficients dans Q(y1, ..., Ym)-

Proposition 5 On a:

abe) (@O ((n+1)c) T) (( Alateptesc
A )@  I'(m+4a+b+nc)(c) Tzc;gn”@a( ) <A£L )@)
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O Soit F' un polynome & une variable F' € R[y], de degré n. Soit Z(t) =

yly — 1)F(y) et soient (1 = 0, Cay -, Cuy1s Cuyo = 1 les racines de Z(y),
n+2
done [T%(y — ;) = y(y — 1) F(y). Posons: h(y) = Z = C et F(y,¢,s) =

H;”:l h(y;). Montrons alors que:

(ﬁ yi(y; — 1)F(yj)> HP(y, () = (HF (y;) ) (13)

ot H (@b (y, ) a été défini au lemme 11. On a vu en effet a la proposition 4
que:

1 n+2 m 1 n+2 m .
o(F(y.¢.s) = =— [ [ [ ——=—=0"" (V) [ [w; - &)
Comme $1 =a, So =83 =...= Sp11 = C, Spao = b, il vient:

1 m 1 b
V(y) (Hl yi(y; — 1)PF(y;)° ) ( Hy] e )

D’ou le résultat (13).
On a alors:

a+c—1 btc—1 cl/2 . )
/FGPH'F(O)' F()P AR (H ))x

D s ()T (AL (y)) (14)

TCS

En effet d’apres la formule (13), on a:

/FGP [FO)" e F) et AE) 2 (Hyg )) x

XH (a,b,c) (gag)dﬂz
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= [ PO Q)P AE) e X
FeP.,

x@;_a“)(HF(y]))dF
j=1
D’apres le lemme 12 on a:
/ F(O)[* 1 P(1) e A(F) | 2x
FeP,
0 (T] Flyy) ) e
j=1

=/ FO)" P (L) A(F) Y x
FeP,,

x {Z e 0™ (T] ) } Ui

TCS j=1

> ()0 ( [ IPOF PP jam) HF@»dg)

TCS

Par définition le dernier membre est égal a:

Z Moy (g)a(T) <A£La+c,b+c,c) (y))

TCS

Les lemmes 10 et 11 et la formule (14) entrainent le résultat. O

En utilisant les notations de [7] on obtient le lemme suivant:

Lemme 13 Soit f(y) = QmHy,;, gly) = (=2)" H(yz —1). Soit, pour
=1 i=1

S =S, ={1,2,....m} (cf. [7])

DZ& déf 1 Z(7+ %)k Z (aéT)VS(Q))aéS_T)

Vs(y) k=0 =k
TCS
Dsraﬂv) aef 1 o D7 o fotightt
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1l existe alors des fonctions rationnelles p(Ua’ﬁ”)(g) définies pour U C Sy,

telles que:
(a ﬁ v) Z s a,B, 7 3(IU
Ucs
En posant 6 = v + %, on a:
o
Vs(y) IT2 v (v — 1)°

x> o (avs(y) - (0 Hya“ — 1))

TCS-U

plP N (y) =

de plus Vs(y)py (,8,7) (y) est un polynéme antisymétrique en les y;.

O Voir [7] chapitre II, pour les définitions et les propriétés des opérateurs
D” et fo 7 La démonstration du lemme est élémentaire en remarquant

que Pon a la relation suivante: DT, = (-2)"D",. O
Posons:
b 1 1 1
a=2-1B=2—1 ety=-—><=§=- (15)
c c c 2 c

Lemme 14 Si W C S et si (o, 3,7) sont reliées a (a, b, c) par les formules
(15) on a:

1
oW ( a—i—l ﬂ+1) _
m « y -
ITis, v (i — g H

1 m
_ W 3(W)< a ._1b)
c m a— yz (yl )
[Ty (i — 1 Ul

(i

O En effet:

[T, yaiy <Hya+1 ﬁﬂ) -
=TI (to+ Dy + B+ D — 1))

€W

1 m
_ v 3(W)< a( ._1)b)D
c m a— _ yz yl
Hi:l Y; My — 1)>-t ‘ 7,11

(yi
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Rappelons que si U C S, alors:

Cls_U|

) =" W) = g e (T - 0" Vs(w)

Lemme 15 Soit pé%_l’%_l’%_é)( ) défini au lemme 13 et n((]abc)( ) défini au
lemme 12, alors:

- C

(__19_11__) 4 5l (a,b,c)
ple Py =) W

O D’apres le lemme 14, avec § = %, |S| = m et «, §, v comme a la formule
(15):

déf (="

(e.B,7) 71 { (1)
0 e, 2, (W)
% (aéS—T—U) H yia—i-l (yz 1)ﬁ+1)
=1
(4™ e
— — 5|T|C |S—T-U| a(T)V (y) %
T e X e (o)

(o0 Tl -1)

AN™ AU
:(_5> AR <H% =)

Proposition 6 Avec les notations ci-dessus on a:

A(a,b,c) (g) —

n+1
F(@) D) T((n+ 1)) C\™ _(a_1b 11 1 b
— D c ‘e ‘e 2 A(a—i—c, —‘rC,C)
I'(m+a+b+nc)(c) ( 4) i (A (g))

O On applique la proposition 5 et les lemmes 13 et 15 O
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4.4 Expression de Al (

Jacobi généralisés.

y) a l'aide des polynoémes de

b 1 1

Lemme 16 Soita =~ —1, =~ —1y=~—> Soit f(y) = mHZ/z,
c c c 2

9(y) = mH ; — 1) et soit, pour S = {1,2,...,m}, DY yetD @87)

comme au lemme 13. Alors:

a,b,c a,b,c
A£L+bl )(y) = A£L+1 )(yh I 7ym) -

n e\ D(a+ jc ic)['((n — 7))
- {H< ) - FELn:Z iz(i;i)(z(i j;Lc)lF(c; }X

v D_(sf,y) o D_(s;—l,ﬂ—i—lq) o D_(s;—n,ﬂ—i—n,y)} <A((]a+(n+1)c,b+(n+1)c,c) (g))

O II suffit d’itérer la proposition 6. O
Soit r = (ry,rg,...,7,) Une partition avec 1y > Ty > -+ > T, Soit
x = (21,...,2,). Posons P,(z) = ZUGCD "M@ ™ on Y désigne

une sommation sur les o € ®,, qui induisent des permutations distinctes sur
la partition r.

Soit P(z) un polynéme symétrique en les variables (z1,...,x,), cf. [23].
On sait qu’il existe une unique partition n, appelée le degré symétrique de
P, telle que P(z Z ¢, P.(z) ol la somme porte sur toutes les partitions,

r<n
r, plus petites que la partition n pour 'ordre lexicographique naturel sur les
partitions, cf. [23].

Le terme P,(x) dans la décomposition précédente de P(x) s’appelle le
symbole principal, c’est a dire le terme de plus haut degré pour I'ordre lexi-
cographique mis sur les partitions.

Soit

er(z) = ef(x,...,zy) = (—1)>F x
ea(z) = exf21,... 1) 21§i<]§p Lilj

@) = eplmn. . m) = (~1)P[E,



THE ELECTRONIC JOURNAL OF COMBINATORICS 3 (2) (1996), #R1 27

les fonctions symétriques élémentaires en les variables z = (z1,...,2,). On
sait, [23], que tout polynéme symétrique P(z) = P(zy,...,x,) peut s'écrire
de maniere unique comme un polynome en les fonctions symétriques élémen-
taires que 'on appelle les wvariables symétriques. De plus on a Pr(z) =

e;l —7“2622—7"3 .. e;P:ll _Tpe;p.

Soit n = (n,n,...,n) = n™ la partition composée de m parts égales a
n. Soitn—1=(m—-1,n-1,....,n—1) = {n — 1}. Rappelons tout
d’abord la définition de I'élément de volume invariant, dVg(a’ﬂ ’7), en coor-

données algébriques attaché au systeme de racines de type BC), avec multi-
plicité (o, 3,7) (cf. [7] Chapitre 1):

p

p
d‘/;(a,ﬁ,v) - H(l — m,;)a(l + :L'i)ﬂ H (a:z — mj)27+1 H dzx; (16)
i=1

i=1 1<i<j<p

On rappelle maintenant la définition des polynomes de Jacobi généralisés a
m variables introduits par Debiard [7].

Définition 4 Le polynome de Jacobi symétrique Pﬂ(a’ﬁ”) (z) = Pf’ﬁ”) (e) as-

socié a la partition n = (ny > ne > ... > n,) est l'unique polynome tel
que:
1. son symbole principal est en variables symétriques (ex,...,ep):

N(a7ﬂ77) _ pni—n2 na—n3 | Np—1—MNp n
IT;; (e) = €] €5 e, ey

ou en variables (z1,...,x,):

!

(a,8,7) _ Mo (1), o (2) Mo (p)
HQ (Q) - <D Ly Lo T Tp
P

! s’ . . . .
(> désigne une sommation sur les o € D, qui induisent des permuta-
tions distinctes sur n).

2. pour tout polynome symétrique Q(z) de degré symétrique < n,

[ B oo ~o

T
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Ces deux conditions suffisent a définir Pf’ﬁ " (z). Soit Péa’ﬂ ) (y) le polynome

de Jacobi généralisé a m variables introduit a la définition 4 exprimé dans

-z
les variables y = T_ C’est a dire que:

Pt (y) = PO (1 = 2y) = PO (1 —2y,..., 1 = 2y,,)

On sait, cf. Debiard [7] proposition 2.8 et théoreme 2.10, qu’il existe des
constante d(ﬂa’ﬂ ) telles que:

D(avﬂﬂ’)P(a'{lvﬂ"'lv )( ) — d aﬂ7 (aﬁ'y)(l')

+.,z n— £

Dans les nouvelles variables y, cette relation devient:

DY (BT () = (—2)mdesn) Beso(y)
= (=2)mdPN PPN —2y)  (17)
Lemme 17 Soit n — j + 1 la partition composée de m parts égales de taille
T 2
n—7j+1. Il existe une constante K,(a, b, c) “ H mdn J;il +he3) telle que:
5=0

a,b,c a,b,c m(n
AL ) = AL s ) = (=2 K (0, b, )

. Lla+jo)T'(b+jo)l'((n+1—j)o)\ 5 —1,2-11-1L
X<H T(m+a+b+ (n+j)c)l(c) )PC " @)

O Par définition:
AP (y) = / (HF (y5) ) 0)* W) AR dE
FePa(

Sin =0 alors Py(t) = {1} et donc A(()a’b’c) (y) = 1. Par conséquent:

A((]a—i—(n—i—l)c,b—i—(n—l—l)c,c) (g) 1= P(£+n,%+n,% %)(g)

Le résultat découle du lemme 16 et de la formule (17). O
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Théoréme 2 Soit S Lintégrale de Selberg (cf. [30] ou la formule (2)).
On a:
a,b,c —m(n a,b,c a_1b_ 111

n+1 44444 n+1

— (_9\—m(n+1 - F(a+jc) F(b+jc) F((j+1)c) %_1,%_17%_% .
== )(H Fa+ b+ (n+)0) IO )P( =2

j=0

O Pour passer du lemme 17 au théoreme il faut calculer la valeur de la
constante K, (a,b,c). On le fait de la maniére suivante, cf. aussi la remarque
4.4.1.

Par définition les polynomes de Jacobi généralisés symétriques, P(a’ﬂ ) (z)
sont unitaires et leur terme de degré symétrique maximal est e, (z)" (cf.
la définition 4). Or le coefficient du terme de plus haut degré symétrique

n+1
a,b,c 1 a— _
de Aijrbl’)(g) est (n+1)'/[ - sz 1 —a;)° 1) Vi (2)[*dz qui
+Jzel0,1)n i=1

n’est autre que l'intégrale de Selberg classique (1) dont la valeur est connue.
En tenant compte du fait que nous sommes en variables y il vient:

(—2) "SI =

_ (_gy-mntD) g “T(a+ic)T(b+ic)T((n+ 1 —i)c)
= (=2 n(@,,¢) T(m+a+b+t(nti)ol(c)

On tire de la facilement a partir de la formule (17) que

a,b,c m(n a,b,c (%—1,%—1,%—1)
A£L+1 )(Q) = (=2)™ +1)SY(L+1 )Pﬂ-i-l (1 -2y)

4.4.1 Remarque 2

On peut retrouver le théoreme 2 en utilisant les valeurs données par Debiard
pour les constantes d(ﬂa’ﬁ’”). En effet on a (cf. [7] lemme 3.5):

i 27+ 1
dg“ﬂ”)=(—1)mH<n+a+ﬂ+1+(m—j) ' )etdone:
j=1
(2+45,2+5,2-1) mm L, e, b o m—g
dEEEe) H<n+j+z+z+ - )

Jj=1
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De 1a& on tire :

. (£+j,é+j,l—%) m .
Fm+a+b+(n+j)o)d, 77 * =(—c)"Ia+b+(n+j—1)c)

Le théoreme est alors immédiat.

4.4.2 Remarque 3

Ici la normalisation utilisée dans [7] est donc plus agréable que la normalisa-
tion ordinaire, cf. [29], pour les polynoémes de Jacobi.

4.4.3 Remarque 4

Dans le théoreme 2 on peut égaler certaines des variables y;. Ce théoreme
nous permet donc de calculer au moins théoriquement des intégrales du type:

m n n

/[01]n I = [ =)™ I = dz (18)

j=11i=1 i=1 1<i<j<n

ou les n; sont des entiers positifs.
Nous reviendrons sur ce probleme ultérieurement.

4.4.4 Remarque 5

Méme dans le cas ou X(z) est un produit de fonctions symétriques élémen-
taires, le théoreme 2 ainsi que la remarque 4.4.3 ne donnent pas une réponse
totalement satisfaisante au probléeme du calcul de 'intégrale

L[ a0 —e)t I Jee— e de

n!
[0,1]™ i=1 1<i<j<n

En effet les coefficients des polynomes de Jacobi généralisés symétriques
ples) (1—2y,...,1—2y,,) ne sont connus explicitement que pour quelques
valeurs particulieres de n et m, [8]. Nous reviendrons sur ce probleme
ultérieurement.
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