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Le but du présent article est d’étendre au cas anisotrope introduit dans [J3] un
certain nombre d’énoncés et de formules de [J5] et [J6] qui ne sont établis dans (loc.cit)
que dans la situation classique usuelle. Cela conduit d’une part a surmonter quelques
difficultés techniques, d’autre part a clarifier un certain nombre de résultats antérieurs.
Enfin, on montre sur quelques exemples simples 'utilité des énoncés obtenus.

Le plan de l'article est le suivant :

1- Complexe de Koszul anisotrope.

h

Inertie de degré 0 et résultant anisotrope.

&

Structure de la transgression et inertie.

4- Autour des formules de Macaulay.

5- Formules a la Sylvester et exemples d’applications.

Parmi les résultats obtenus, signalons les deux suivants :

a) Une expression explicite dans le cas intersection complete de la dualité de Grothendieck,

fournissant en principe dans ce cas toutes les formes d’inertie.

b) Des formules a la Sylvester, a coefficients entiers, pour certains résultants anisotropes,
avec des applications géométriques : équations implicites des surfaces paramétrées
(précisant Brill [Br]), calcul de résultants réduits...
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1. Complexe de Koszul anisotrope

1.1 On suppose donnés dans cette partie un entier n > 1 et une suite
(mqy,ma,- -+, m,) indexée par [n] d’entiers > 1. On pose

m = ppem(my, Mo, -+, my,).
Etant donné un anneau commutatif ¢, on pondere la f-algebre de polynomes
C:=lX1, X2, -, X,
en affectant les indéterminées X;(1 < ¢ < n) du poids (“degré anisotrope”)
deg,(X;) = my,
et en posant, bien sir, deg,(z) = 0 pour tout x € £. On pose en outre
M = (X1, X, -+, X)) CUX, Xoy -0, X

Supposons de plus donnée une deuxieme suite (di,ds, - -, d,) indexée par [n| d’entiers
> 1, et, pour tout ¢ € [n], un polynéme isobare de poids d;

fi= ) wiaX"E€lXy, -, Xala,
deg, (X*)=d;

On note alors

d L= ngd<dlad27 o "dn)

n

0:= Z(dz —mi)

=1

B : :E[XlaXQa"'aXn]/<f1af2a"'afn) - C/(flana"'afn)-
L’exemple générique d’une telle situation est celui ou, étant donné un anneau commu-
tatif k, et une famille d’indéterminées U; (1 < ¢ < n,deg,(X*) = d;), on prend pour
anneau ¢ la k-algebre de polynomes
A= k[Uza|Z € [n]adega<Xa) = dz]

et, pour tout i € [n],

fi = Z UiaXaeA[Xla"'aXn]~
deg, (X ~)=d;
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Lorsque ¢ est une k-algebre, toute situation du type indiqué se déduit de la situation
générique correspondante sur k par spécialisation k-linéaire U;, — U;q
(i € [n],deg, (X)| = d;).

Avec la pondération définie sur la f-algebre C, le complexe de Koszul

K*® :=Kosz(f1, fa, =+, fn; C)
est un complexe de C'-modules Z-gradués
0—C(—dy —dy--- —dy) — - — @, C(—dy) Fofd e g
I I I
K-n K1 KO

Plus précisément, pour tout 0 <7 <n, on a

K'=A @)C > dj)

Dans la situation générique sur un anneau commutatif k, on peut munir A = k[U;,|i €
[n],deg,(X“) = d;] d’une structure de N™-algebre graduée, en posant

A0 =k
et, pour tout (i,) avec i € [n] et deg,(X%) = d;,
deg(Uia) = (0,---,0,1,0,---,0) := &; € N".
T
1

La k-algebre A[ X1, - -+, X,,] est ainsi (N" xIN)-graduée. Dans ces conditions, le complexe
de Koszul générique est un complexe de C-modules (Z" x Z)-gradués. Plus précisément,
notant {x;y} le décalage par (z,y) € Z™ x Z, on a dans ce cas

= éc{—& ; —di}
i=1

d’ou pour tout 0 <7 < n,

K—i _ A1<K—1)
@ C{- Z5J ) Zdj} .
JC’[n jeJ jeJ

[J]=
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1.2. Dans la situation préliminaire de (1.1), rappelons que

Hgp(C)=0  si i#n

et
Hgﬁ<c) = (Xp - Xn)_lg[Xl_l’ T Xgl]’
avec deg, (X; ') = —m;(i € [n]), de sorte que, en particulier
Hp(C)y =0 si v>—)_my)
i=1
et
Hyn(C) 5 =UX1 - X)) h

i=1
De plus, il est immédiat que, pour tout v € Z, ’accouplement canonique entre /-modules
libres de type fini

CV ®£ H%(C)_(ijl mi)_V — H%(C)_ ijl m; ~ E

(1.2.1)
cCRrr——cx

est une dualité parfaite.

1.3. Le complexe de Koszul K* = Kosz( f1, fa, -, fn) donne lieu a deux suites spec-
trales de méme aboutissement dans la catégorie des C-modules Z-gradués

(1) 'EY? = Hyy (KP) = HE'(K®)
(IT) "ES? = Hy, (H(K*)) = Hy(K*) .

Compte tenu de ce que Hgm(C’) = 0sii # n et de ce que les C-modules K? sont
(gradués)-libres, la suite spectrale (I) permet, pour tout p € Z, d’identifier Hgﬁ(K’) et

le péme—module de cohomologie du complexe L*® défini comme suit :

Hyy (d)

.._)0_) ng‘t<K—n) H%(K_n""l)_)..._) H%(C)_)O_)...

I I I

LO Ll "
En particulier

Hy (K*) = HO(f1, fa, -+, fns Hip (C) (= Zdn)

(=H(L%))
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et la suite spectrale (IT) donne lieu & un morphisme de transgression (voir [J6])
7 HO(fir,- - foi Hipn (C Zd )) — Hyy(B) .

Pour tout v € Z, notons 7,, la composante homogene de degré v de 7. D’apres la dualité
parfaite (1.2.1), la source de 7, s’identifie a

Homy(Bs—, Hgy (C)_s )

~ By , @ [0(X1---X,)"'] (V:dual sur £)
~Bj , (X1Xo - X,—1).

Cela permet d’identifier 7,, & un morphisme de ¢-modules
7, : Bs_, — Hgn(B), .
Munissant @, Bs_, de sa structure de B-module évidente, Papplication ¢-linéaire
SRR LR
est un morphisme de B-modules Z-gradués.

Dans la situation générique sur un anneau k, les suites spectrales I et II peuvent
étre définies dans la catégorie des C-modules (Z" x Z)-gradués. Avec les notations de
(1.1) dans ce cas, on a

T Ho(fl,---,fn;Hgﬁ(C){—l,---,—1,---,—1;—Zdi}) — H{y(B) .

On en déduit que, pour tout v € Z, I'application A-linéaire 7,, est un morphisme de
A-modules Z"-gradués (pour la graduation deg(U;,) = ¢; € Z"™)

7 Bs_,{—1,-1,---, =1} — HJu(B), .
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1.4. Dans la situation (1.1), soit
A= Hgp(B)o C !

'idéal des formes d’inertie (par rapport a ) de I'idéal (f1, f2, -, fn) de C. Utilisant
le “lemme d’inertie” ([J6] 3.12.1.2), on démontre comme en ([J6]3.12.2) que pour tout
ved,

(1.4.1) A"Ker(r,) = A"Coker (1,) =0,

ou, si I'on préfere,

(1.4.2) A"Ker(7,) = A"Coker (7,) =0 .

Lorsque v < 0 (resp.v > §), le but (resp. la source) de 7, est égal a 0, donc

A"Hgﬁ(B),, =0 lorsque v >,

A"BY =0 lorsque v >4,
(1.4.3)

A"Ho(fl,---,fn;Hgﬁ(C)),, =0 lorsque v < _Zdi )

=1

Pour v = 0, on déduit de (1.4.1) que A" C Im(7g) C A, ce qui montre en particulier
que les idéauzr A et Im(1p) = Im(7y) de ¢ ont la méme racine.

1.5. L’énoncé suivant est une variante d’énoncés analogues de ([J6] 3.12.4), ou l'on

supposait mi; = meg = --- =m, = 1, et se prouve de la méme maniere.
Proposition 1.5.1.— Sous les hypothéses de (1.1), les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) La suite (f1, fa,- -+, fn) est réguliere dans C.
(ii) La suite (f1, f2,- -, fn) est localement réguliére dans C' en dehors de V (90).

(iii) La suite (f1, f2,- -+, fn) est localement complétement sécante.

Dans ce cas, le complexe K*® = Kosz(f1,- -, fn; C) est acyclique, et la comparaison
des suites spectrales (I) et (II) fournit, pour tout i > 0, un isomorphisme de C-modules
Z-gradués

Hi(fla"'afn;Hn Zd —>HZ ( )
En particulier, pour tout v > 0, le morphisme de ¢-modules
7,1 Bs_, — Hgﬁ(B),,

6
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est un isomorphisme. En particulier,

75 :0 —> Hyyn(B)s -
Considérons alors I’accouplement (-bilinéaire composé

mu (75) "
() : Bs—, @ Hp(B), ™ H3p(B)s——t .

~

II lui correspond une application {-linéaire
Hgyn(B), — By,

x+— (b (b,x))

et la B-linéarité de T montre que cette application {-linéaire coincide avec (7,,) ", et est
donc un isomorphisme de ¢-modules (“théoréme de Macaulay”).

Corollaire 1.5.2.— Supposons la suite (f1, fa, -, fn) réguliere dans C.

(i) Si 'anneau ¢ est noethérien et factoriel, alors I'idéal A = Hgﬁ(B)o de ¢ est principal.

(ii) Si 'anneau ¢ est noethérien et localement factoriel (par exemple régulier), alors
lidéal A= Hgy (B)o de { est inversible.

Preuve : (i) = (ii) par localisation sur £. Montrons (i). Par (1.5.1),ona: 7 : Bs —
A. Comme Bj est un f-module de présentation finie, le f-module Bs est réflexif. Par
suite I'idéal A de ¢ est divisoriel (Bourbaki, Alg. Comm. ch.7 Exemple 2 p.51), donc
principal puisque ¢ est factoriel.
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2. Inertie de degré 0 et résultant anisotrope.

2.1. Sous les hypotheses de (1.1), rappelons que nous avons défini (1.4) un morphisme
de /-modules §
70: Bs — A= Hgﬁ(B)o

tel que
A" Im (7)) c A
A"Ker (79) =0 .

Les observations suivantes sont alors immédiates (cf. la preuve de (1.5.2) pour une
partie d’entre elles).

a) Si A ne divise pas zéro dans ¢ (par exemple si ¢ est integre et A # 0), le
morphisme 7, est injectif.

b) Si A # 0 et 'anneau ¢ est factoriel (resp. localement factoriel et noethérien),
'idéal Tm(7y) ~ BY de ¢ est principal (resp. inversible), de méme racine que A. En
particulier, lorsque de plus Proj (B) est réduit, I'idéal A, qui s’identifie alors a la racine
de Im(7p), est lui-méme principal (resp. inversible).

2.2 Placons-nous dans la situation générique sur un anneau commutatif k, le role de ¢
étant donc joué par
A = k’[Uza|Z € [n],dega(Xa) = dz] .

Pour préciser ’anneau de base, posons ici
rA = Hgy(B)o -

L’exemple n = 2, m; = 2, my = 3,dy = dy = 5, avec k arbitraire, montre qu’en général
il n’est pas vrai que A # 0. Avec des changements de notation évidents, on a en
effet alors A = k[U, V] (U,V des indéterminées), fi = UX1Xo, fo = VX1 X5 et, pour
a€r A, N € N, la relation aX¥ € (f1, f2) implique : a = 0.

Supposons k factoriel noethérien. Lorsque A # 0 et Proj (B) est réduit, 'idéal ;.4
est principal (2.1 b)) et on appelle résultant anisotrope sur k (pour les suites m,d) 'un
quelconque de ses générateurs (qui n’est donc défini qu’a multiplication par un élément
inversible de k pres), que 'on note alors

“Resi(f1, f2, -, fn) €ERA .

Lorsque Proj(B) n’est pas réduit, on peut aussi donner droit de cité, lorsque x.A # 0, a
un générateur de Im(7p).

Cette définition est compatible avec celles de [J3], oi nous avons défini une notion
de résultant anisotrope dans essentiellement deux cas, que nous allons rappeler.
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A. Le cas “standard”

C’est celui on m := ppem(my, mao, - - -, m,) divise tous les entiers d;(i € [n]). Alors
(loc. cit. 6.3.6), la suite (f1, fa, -, fn) est réguliere dans ,C, et Proj (xB) est intégre
lorsque k l'est. Conformément a (1.5.2 (i)), l'idéal z.A est principal. Nous avons vu
(loc. cit. 6.3.5(A)) qu’il admet un générateur unique, noté

“Resz(f1, f2, -+, fn) tel que
aReSZ<Xf1/m1’X32/m2’ . ’Xgn/mn) -1

par spécialisation. De plus, pour tout anneau commutatif k, I'image, notée
Resk(f1, fo, -+, fn), de “Resz(f1, - -, fn) par le morphisme d’anneaux canonique U;, —
Uio : zA — 1A ne divise pas zéro dans A et engendre .A.

B. Le cas “semi-standard”

Nous avons considéré dans ([J3] 6.3.10.1 et 6.3.10.2) les conditions suivantes.

(Hy) a) Pour tout i € [n], l'entier m; divise tous les entiers d; & I’exception
éventuellement de I'un d’eux.

b) Pour tout ¢ € [n|, on a: d; € Nmy +Nmgy + -+ + Nm,, C N.

(H3) Pour tout i € [n] et tout j € [n], on a

d; € Zng CN.
0£i

(Hs3) Pour tout i € [n], il existe un entier j € [n] tel que m; divise d;.

En outre, nous avons vérifié les assertions suivantes.

(i) Lorsque (Hy) est vérifiée, la suite (f1, fa, -, fn) est réguliére dans C.

(ii) Lorsque (Hia)) et (Hz) sont vérifies et k est intégre, le schéma Proj (pB) est
imtegre.

(i1i) Lorsque (Hya)) et (Hs) sont vérifiées, on a

WAL

Enfin, nous avons montré directement ([J3] 6.3.10.5) que lorsque k est factoriel (non
nécessairement noethérien) et (Hia)), (Hz) et (Hs) sont vérifiées et n > 2 (noter que

9
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Hs implique H1b)), I'idéal ;A est principal, et appelé résultant anisotrope sur k (pour
m,d) 'un quelconque de ses générateurs.

En fait (1.5.1), il résulte de (i) que la condition (H;) suffit & assurer que
7o : kBY — kA est un isomorphisme de rA-modules. Par suite, d’apres (iii), la
conjonction de (Hy) et (Hs) suffit, lorsque k est noethérien et factoriel, pour assurer
que A est principal, et par suite définir un résultant anisotrope. Lorsque (Hsz) est
vérifiée, il est irréductible ((ii)) et coincide avec ceux définis en [J3] d’une part, et en
début de paragraphe (Proj (;B) est réduit) d’autre part.

2.3 Revenons a la situation de départ (1.1), dans le cas standard :
m = ppcm(my, ---,my) divise tous les  d;(j € [n]).
Alors le morphisme de ¢-algebres
ol X1, Xn] = X, X

X X

munit le but d’une structure de module libre de dimension myms - - - m,, sur la source,
donc en particulier est plat.

Posant pour simplifier, pour tout g € {[Xy,---, X,,],
g# = @(g) € E[Xla e aXn] )
nous avons vu ([J3] 6.3.5 (B)) que

Res(f#,---,f#):aReS<f1’---’fn)X dans /£,
(2.3.1) m1m2 DR mn
avec x = .
ngd<m1a"'amn)

Proposition 2.3.2.— (Cas standard). Lorsque fi, fa, -, fn est une suite réguliére de
C ={[Xy,---,X,], le résultant anisotrope “Res (f1, f2,- -, fn) et l'idéal A = Hgﬁ(B)o
ne divisent pas zéro dans /.

Preuve : Comme A et (“Res(f1, f2, -+, fn)) ont méme racine, il suffit de vérifier
lassertion pour “Res (f1, fa, -+, fn). Comme ¢ est plat, la suite (fl#, fQ#, o f7) de
polynémes homogenes au sens usuel (deg(X;) = 1) est réguliere. D’apres ([J6] 3.12.4.2),
il en résulte que Res (fl#, fQ#, -+ f#) ne divise pas zéro dans /£, d’ou le résultat par
comparaison avec (2.3.1).

10
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Exemple 2.3.3 Soit k£ # 0 un anneau commutatif, V;;(1 < 4,5 < n) des indéterminées
et ¢ = k[Vi;]1 <1i,j < n]. Supposons que, pour tout ¢ € [n], le polynéme f; soit de la

forme

avec g; € k[ X1, -+, Xn] .
Alors (f1, fa,+ -+, fn) est une suite réguliére de C = ¢[X1,- -+, X,]. Pour le voir, il suffit
(1.5.1) de montrer que c¢’est localement vrai en dehors de V (901). Or, posant pour tout
1>1

Ri_y :=k[Vyls <[ X1, -, Xn)/(f1, -+, fiz1)

le R;_j-contenu de f; dans R;_1[Vi1,Via, -+, Vin| est lidéal (Xfi/ml,Xgi/mQ,---,

Xffi/m",gi) de R;—1 qui contient une puissance de (X1, Xo,---,X,,)R;—1. Par suite

(lemme de Dedekind-Mertens), le noyau de la multiplication par f; dans

R;_1[Vi1,Via, -+, Vin] ason support dans V (J0). Par platitude du morphisme d’anneaux
canonique R; 1[Vi1, Vio, -+, Vin] = [ X1, -+, Xul/(f1, fo, -+, fi—1), il en résulte que la
multiplication par f;

Xfi :E[Xla"'aXn]/<f1a"'7fi—1) ﬁg[Xla"'aXn]/Qfla"'afi—l)
est injective en dehors de V(9M), d’ott I'assertion.

En outre, pour tout j € [n], la k-algebre Bx, est k-isomorphe d
k[Visls # 7] [ X1, - -,Xn][Xj_l], donc

Hgn(B) = Hg(j (B) Vje|n].

En particulier, lorsque k est integre, l'idéal Hgﬁ(B) de B est premier, ainsi donc que
I'idéal A = Hgﬁ(B)o de /. Enfin, on a que A ne divise pas zéro dans ¢, et par suite
A #£ 0, d’apres (2.3.2).

Supposons maintenant k factoriel. Alors l'idéal A est principal : étant premier, c’est
la racine de 'idéal principal (*Res(f1,--, fn)). Tout générateur P de A est premier
dans /, et il existe un élément inversible v de k et un entier ¢ > 1 tels que

2.3.4 “Res (f1, fo, -+, fn) =uP? dans £ =k[V;;/1<i,j<n].
j

Méme lorsque m; = mg = --- = m,, = 1, I'entier ¢ n’est pas en général égal a 1. Voici
deux exemples (ou k peut étre d’ailleurs quelconque).

0) di=dy=-=d,=d>1 et fiszinf~
71=1

Alors (formule de changement de base [J3] 5.12)

m—1

Res (f1, f2, -+ fn) = [dét (Vij)1<ij<n]

11
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— _ d1 dy _ do do
b) n=2d,d, > 1, fi =uX{* —vX3", fo =wX;? — hX5?,

avec u, v, w, h des indéterminées et £ = k[u, v, w, h]. Dans ce cas, on vérifie par récurrence
sur (dy,dz2) que
d1 di da da
Res (uX{* — v X5, wX(? — hX5?)

— (_1)d1 [udg/dhdl/d _ Udg/dwdl/d]d

b

avec d := pgcd(dy, ds), dans /.

2.4. On suppose de nouveau que m = ppcm(my, mo, - -+, m,,) divise
d = pgcd(dy,dsa,---,d,), et on se place dans la situation générique sur un anneau com-
mutatif £ :

A= k[Uza|Z € [n]’dega<Xa) - dl]

fi: Z UiaXQEC:A[XlaXQa”'?Xn] :
deg, (X ~)=d;

Supposons en outre donnée une autre suite indexée par [n], soit (ry, 79, -, r,) d’entiers
> 1, et posons

R :=“Res (f1, f2, -, fn)
BZ:A[Xl,""Xn]/<f1af2a"'afn)
D::A[Xla"'aXn]/< 1T1’ 27‘2’...’f7‘n)

n

S:= spec(4) P:=°Py!
X := Proj(B) Y := Proj(D)

La C-suite (f1, fa,- -, fn) étant réguliere (2.3.3), il en est de méme pour (fi*, f32,---, fi")
[par ex : Bourbaki, Alg ch.10, prop 6 ¢) §9 n°7, p.158], et le C-module Z-gradué D ad-
met une filtration de longueur ry79 - - - 7, dont les quotients sont de la forme B(—X;s;d;),
donc B(v) avec m|v.

Pour tout schéma T, notons I'(T") 'anneau des sections globales de T'. Lorsque k
est intégre, on sait ([J3] 6.3.5 (A) (iii)) que R est premier dans A ; posons alors

P = (R) = Hgp(B)o -

On sait ([J3] 6.4.14) que le morphisme canonique X — spec(A/P) est birationnel ;
par suite, le schéma Ap ® 4 X, integre et réduit a un point, est affine et isomorphe a
spec (Ap/PAp). Comme Y,.q = X, on en déduit que Ap ®4 Y est local. Comme le
C-module Z-gradué D admet une filtration de longueur rirs-- -7, dont les quotients
consécutifs sont de la forme B(v) avec m/v, I'(Ap® 4Y') admet une filtration de longueur
rirg -+ -1, par des idéaux dont les quotients consécutifs sont isomorphes a I'(Ap ®4
X,04,0,x V) ~ Ap/PAp [comme m|v, Ox (v) est inversible], d’ou

long ([(Ap®aY)) =rir2-- 1y .

12
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Posons 0 := Hgﬁ(D)o. Il est intéressant d’étudier le morphisme canonique A/0 —

['(Y, Oy ) de conoyau =~ Héﬁ(D)o, et de voir a quelle condition, lorsque k est integre, le
localisé

(2.4.1) (A/)0)p =T (Ap®aY) >~ Ap @4 I'(Y)

est un isomorphisme. Sans hypothese sur k, comme (f;*, f32,---, fi™) est réguliere dans
C, une simple paraphrase de la preuve de ([J4]2.7.11 b)) montre que

(2.4.2) Hyy (D)o ~ Exty(Da, A)

avec A := (31 rid;) — (3_i—, m;). Lorsque k est noethérien et integre, on a
EthlLl(DA, A)p >~ Ethlgl73 ((DA)fp, Afp) .
Or Ap est de valuation discrete, et le Ap-module (Da)p est de type fini, de dual iso-
morphe a Ap [(7o)p identifie Homa, ((Da)p, Ap) & un idéal non nul de Ap]. Par suite le

morphisme d’anneaux (2.4.1) est un isomorphisme autrement dit EXt}4p<<DA)'p, Ap) =
0 si et seulement si Dp ~ Ap.

Supposons maintenant k factoriel et noethérien. Alors on sait (1.5.2) que l'idéal
0 C A est principal et a méme racine que l'idéal engendré par

(243) CLReS< {‘1’ ;‘2’.“’!]0771'”) — RT‘1T‘2-~~T‘n

qu’il contient (multiplicativité : [J3] 6.3.9.1), donc que celui engendré par R. Par suite,
il existe un entier ¢t > 1 tel que 0 = P! = (R!), et on a

L<rirg Ty
en conformité avec I'injectivité de (2.4.1) et le calcul de la longueur de I'(Ap ®4 Y). La
bijectivité de (2.4.1) équivaut dans ces conditions a ’égalité t = riry-- - 1p,.
Mais, en fait, on a toujours :
t<ri+ro+---+rp,—n+1l:=p
car une inclusion de la forme MY R C (f1, fo, ..., f») implique
MNPRP C (f1, far ooy fu)? C (1 152,y o),

puisque tout monéme 77752 - -- T de degré p est divisible par un des monoémes 77
(i € [n]). On en déduit que 1’égalité t = rirqy-- -1, n’est possible que si tous les entiers
r;, a ’exception éventuellement d’un seul, sont égaux a un.

Ces considérations donnent un certain intérét a la proposition suivante, ou k est de
nouveau un anneau arbitraire.

Proposition 2.4.4.— Pour tout entier r > 1, I'idéal

Dr = Hgﬁ (A[Xla"-aXn]/<f1Taf2""’fn))0 c4
est principal (= A-libre) de générateur “Res(f1, fa,..., fn)"-

13
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Preuve : (Lorsqu’il y aura lieu de préciser 'anneau k£ de base, nous le mettrons en
indice a gauche.) On se rameéne tout d’abord & prouver 'assertion lorsque k = Z ou
Z/pZ (p premier). Supposons en effet qu’elle soit vraie dans ce cas-la : la suite de
A-modules

(245) 0— ZA R—T> ZA g H ZDXi
i=1
(o D := A[Xy,..., X,]/(fT, fay--., fn)) est exacte et le demeure apres tensorisation

sur Z par Z/pZ pour tout nombre premier p. Or zA est un Z-module libre, et il en est
de méme pour les zDx., qui admettent une filtration finie dont les quotients consécutifs
sont isomorphes a

zBx, ~ Z[coeff. autres que ceux des X da/ms (5 € [nD][X1,..., X )[X;7H.

Par suite, posant @ := Coker(can) dans (2.4.5), on a : Tor?(Z/pZ,Q) =0 (i > 1,
p premier). Le groupe abélien ) est donc sans Z-torsion, donc plat. Pour k arbitraire,

la suite exacte (2.4.5) le demeure donc apres tensorisation par k sur Z, ce qu’il fallait
prouver.

Se rappelant qu’il s’agit de voir que R"~! & 0,, on rameéne le cas ot k = Z a
celui ou £ = Q. On peut donc supposer que k est un corps. Mais alors ’assertion est
conséquence d’une variante d’un résultat de NESTERENKO [Math. USSR Izvestija
vol. 11 (1977) n°2, Prop. 3’ p. 249], en y remplacant les formes linéaires génériques par
le méme nombre de polynoémes génériques, ce qui est possible du fait qu’on est dans le
cas standard. De facon précise, posons

K :=k(Uiy|deg, (X)) =dy) (k corps).

L’idéal (f1) de K[X3,...,X,] est premier, et I'idéal (f]) est (f1)-primaire d’indice r.
Posant 2l := (R) il en résulte que, dans

k(Ura|deg(X?) = di1)[Uali > 2, deg,(X®) = ail,
l'idéal 0 ®pp,,,] K est (2 ®k[v,.] K)-primaire d’indice r, d’ou I'assertion a démontrer.

Corollaire 2.4.6.— (Cas générique standard sur un anneau commutatif k) Pour tout
(i,a) avec deg,(X?*) = d;, I'élément OR/0U;, ne divise pas zéro dans I'anneau A/(R)
(et donc aussi dans A puisqu’alors (R,0R/0U;,) est une suite réguliere homogene).

Preuve : Montrons par exemple que OR/0U;, ne divise pas 0 dans A/R, "énoncé
analogue pour A pouvant se prouver directement de méme. Supposons d’abord que ce
soit prouvé lorsque k = Z ou Z/pZ (p premier). Alors la suite exacte canonique

(2.4.7) 0z (A/R) 720, (A/R) = Q -0

14
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demeure exacte apres tensorisation sur Z par Z/pZ pour tout p premier ; comme z(A/R)
est sans Z-torsion, on en déduit que @) est sans Z torsion, donc plat sur Z, et ’assertion
dans le cas général s’en déduit par tensorisation par k sur Z de la suite exacte (2.4.7).
On peut donc supposer k integre. Alors R est premier et, pour tout multi-indice 3,

(2.4.8) H%s(B) = Hyn(B) ,

puisque, pour tout (j,¢), ’élément X; ne divise pas zero dans By, ([J3] (6.3.6.4)).
Supposons, par exemple, que i = 1, et montrons que zz— # 0 mod R. Sinon, pour
des raisons de degré d’homogéneité, on a : aan =0 dans A. Comme R est une forme
d’inertie, il existe un entier N et des polynomes g1, go, - - -, g, de C tels que

(2.4.9) XNR=gfi+g2fo+ -+ gnfn dans C.

Par dérivation de cette égalité par rapport a Ui, on obtient

O—Xag1+ZaU1

D’ou, par comparaison avec (2.4.9),

n

(2.4.10) XXNR = —fi(

L)+ XS g3ty € (Fafore e o),

Jj=1 7j>2
Mais la filtration de D := A[X1, Xa, -+, Xn|/(f?, fo, *+, fn) ci-apres
0— B(—d)) 2~ D—-B—0

montre que, pour tout couple (j,ﬁ) d’entiers € [n], 'élément X; ne divise pas 0 dans
Dx,, donc que HY.. ~(D) = (D) e (2.4.10), on déduit alors que R appartient a

Hgﬁ(A[Xl, o X/ (fE fas oy fu))os  donc que  R*|R par  (2.4.4) .
D’ou une contradiction.

Corollaire 2.4.11.— (Cas générique standard sur un anneau commutatif k) Soit
(ry,rg,-+,r,) une suite d’entiers > 1. On pose

B:A[Xl""’Xn]/<f1af2a"'afn)§D:A[Xl""’Xn]/< Il’ 52""af7cn)

A= Hgﬁ(B)o = (“Res (f1, f2,"--,fn)) CA

= Zﬂdz — Zmz .
i>1

i>1

15
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Avec ces notations :

(i) Pour tout idéal J de A tel que HY(A) =0, on a
Arl+r2+...+rn—n+1H9<D) =0 ’

et en particulier H}(D) C HY(D).

(ii) On a @,. A D, C HY(D). De plus, lorsque tous les entiers r; a I'exception
éventuelle de I'un d’eux sont égaux a 1, on a I’égalité

& b, = HY(D) .

r>A

Preuve : Montrons (i). Comme la suite (f{*, f32, -+, f,») est réguliere dans C, la

transgression

#: P DX, — Hyy (D)

est un isomorphisme de D-modules, d’ou Hg(Hgﬁ(D)) = 0. Par suite, on a
HY(D) n Hgﬁ(D) = 0, et H(D) s’identifie par la projection D — D/Hgﬁ(D) a un
sous D-module de D/Hgy (D), annulé par A/(HSﬁD)O. L’assertion résulte alors de
ce que Res(fy,--, fp)t T2t Fra=n+1 appartient a Hgﬁ(D)o (2.4.3). Pour v > A, il
résulte de (1.5.1) que Hgﬁ(D),, = Héﬁ(D),, = 0, donc que D, — T'(Y,0y(v)), en
posant Y := Proj (D) ; comme les I'(Y, Oy (v)) sont des I'(Y, Oy )-modules, ils sont an-
nulés par Hgﬁ(D)o = Ker (can : A — I'(Y,Oy)), d’ou la premiere partie de (ii). Pour la
deuxieme, il s’agit de montrer que, lorsque, par exemple, (71,79, -+, 7r,) = (r,1,1,--+, 1),
on a
HY%(D,)=0 lorsque 0<v<A.

Montrons d’abord qu'il suffit de prouver que HY%(Da) = 0. Supposons qu’il en soit
ainsi, et soit € D,(0 < v < A) tel que Az = 0. On en déduit M2~ Az = 0 dans
Da, d’ot par hypothese 9272 = 0, et par suite

z € Hy(D)N Hyy (D) =0

d’apres le début de la preuve de (i) : A ne divise pas zéro dans A. Posant R :=
Res (f1, fa,- -+, fn), il nous reste & montrer que la multiplication par R :

XR: DA — D A
est injective. Comme d’habitude, il suffit de le prouver lorsque k = Z ou Z/pZ ; comme,
d’apres le lemme (2.4.17) ci-apres, zDa est sans torsion, cela impliquera en effet que

Coker (xR :z Da —z Da) est Z-plat, d’ou I’assertion dans le cas général en tensorisant

16
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par k sur Z. Lorsque k = Z ou Z/pZ (p premier), nous avons vu (préliminaires a 2.4.4)
que

(DA)AZAA .

Si x € Da est tel que Rr =0, on a § = 0 dans (Da)4 et il existe donc un élément a

de A\ A tel que az = 0. Pour tout i € [n], ’élément a ne divise pas zéro dans I'anneau
integre Bx, D A/A ; par suite, I’élément a ne divise pas zéro dans Dx,, qui admet une
filtration finie par des Dx,-modules dont les quotients consécutifs sont isomorphes a
Bx,. Utilisant la suite exacte canonique

0 — Hy(D) — D - I Dy,

on en conclut que #(x) = 0, donc que z € H4(D) N Hgﬁ(D) = 0 (début preuve de (i)).

Lemme 2.4.12.— (k et (ry,ra,---,1,) arbitraires) Tout idéal J de k qui ne divise
pas zéro dans k ne divise pas zéro dans D.

Preuve On considere de nouveau la suite exacte canonique
0 6
0— HS)LR(D) — D —II' | Dx, .

Par I'isomorphisme de transgression 7, on voit que J ne divise pas zéro dans Hgﬁ(D) ;
par ailleurs, la filtration des Dx, par des D-modules isomorphes a Bx,, donc k-libres
([J3] 6.3.6.2), montre que J ne divise pas non plus 0 dans IT"_;Dy,. Le lemme s’en
déduit aussitot.

Corollaire 2.4.13.— Plagons-nous sous les hypothéses de (2.4.4), avec les notations

D:A[Xla"'aXn]/<fI’f2a"'afn)’Y:Pr0j<D)

q3:<aReS<flaf2a"'afn)) ’D:HS:R<D)O
A:’l“d1+d2+"'+dn—<m1+m2+"'+mn),

et supposons de plus k intégre. Alors :

(i) Le morphisme d’anneaux canonique A/0 — T'(Y,Oy) induit par localisation un
isomorphisme

(A/0)g = TI'(Y, Oy)g -
(ii) Le A‘B -module <DA)‘33 est isomorphe a A‘B'

17
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Preuve L’acyclicité du complexe Kosz(f{, f2, - -, fn) montre que Da est de oco-présentation
finie, d’ou

et nous avons déja mentionné que, sans hypothese sur k, (2.4.2)
Coker (A/0 — T(Y,Oy)) = Hyyp (D)o ~ Exty(Da,A) .

Par suite (ii) = (i). Par ailleurs, *J3 étant principal, 'anneau A‘B est de valuation
discrete ; comme Da est sans R-torsion (R : =% Res(f1, f2, -, fn)), on déduit que

D) est libre sur Agr, nécessairement de rang 1 puisque (79)q : (Da)py — 0Aqq ~
RY B B B B
A (d’apres (2.4.4). [On remarquera que nous n’avions pour 'instant prouvé (2.4.13)
que pour k factoriel noethérien.]

2.5. Soient n un entier > 1, et (my, mao, - --,m,) une suite indexée par [n] d’entiers > 1.
On pose m := ppem(my,ma, - -+, my)

Soit ¢ un anneau commutatif, et 9 = (X3, -+, X,,) C €[ X1, -+, X,,]. Etant donné
un entier d multiple de m, introduisons des indeterminées U, (deg,(X“) = d). Posons
(U] :=L[U,| deg, (X*) = d], et, pour tout ¢[X;, Xo,- -, X,]-module M,

MU] := M[Uq|deg, (X*) = d] (~ {{U] ®¢ M).

Enfin, notons
pi= Y UsX*€lU[X1,Xa, Xy,
deg, (X*)=d

g;=(0,---,0,1,0,---,0) (1 ala jeme place).

La présence, pour tout i € [n], de Xid /M comme coefficient de U d .

. dans ¢ €

[ X1, Xo, -+, X,][U], montre, d’aprés le lemme de Dedekind-Mertens, que le noyau de

la multiplication @) par ¢ dans M[U] est a support dans V(Xf/ml’ . .’X;Ll/mn) _

V(9N), autrement dit @) est injective en dehors de V().

Supposons maintenant donnés un ensemble fini I non vide et une partition indexée
par [r] (r entier > 1) de I par des ensembles finis non vides

I= I]: I .

1<j<r

Soit (d;);er une famille d’entiers > 1 et divisibles par m.

Introduisons une famille d’indéterminées
Uia(i € I,deg, (X*) = d;).

18



THE ELECTRONIC JOURNAL OF COMBINATORICS 3 (2) (1996), #R2 19
Cela étant, étant donné en outre un anneau commutatif k, posons
A= k’[Uza|Z & I, dega(Xa) = dz]

fi = Z UiaXaeA[XlaXQa”'aXn]a
deg, (X *)=d;

et, pour toute partie J de I,
AJ = k’[Uza|Z & J, dega(Xa) = dz]

Si J et J’ sont deux parties de I, avec J C J', alors A est un A j-module libre, donc
plat. A partir de la, et utilisant les considérations du début du paragraphe, on voit que,
pour toute famille (¢;);c; d’entiers > 0, posant

=[] # (j € [r),

iGIj

la suite (91,92, -, g,) d’éléments de A[X;, X, -, X,,] est réguliére (et méme commu-
tativement réguliere) en dehors de V (9M). Dans le cas ou r < n, et ot Zz‘elj t; >0

pour tout j € [r], on conclut alors de (1.5.1) [quitte & agrandir I si r < n]. que la suite
(91,92, ", gr) d’éléments de A[X1,---,X,] est réguliére.

Introduisons encore les notations suivantes :

(1el1)

BY) = An, 1 [ X, Xl /(91,9255 95) (Jelr])

B = k[X), Xy, -, X,]

Rj = [BY V], [Uiali € I}, # TZ—iSn] (J € [r]).

n

Q.. tidi)/mn
Pour tout j € [r], le coefficient de X, " dans gj est ] [,c 1, Vi, doulexistence

d'un élément c; de R; et d'un isomorphisme de k-algebres

BY ~ Ry[Vili e L)/ (] Vi) — e).
i€l;

Posant B = B := A[Xy,---,X,]/(91,92, ", 9r), on en déduit par récurrence, &
partir du lemme (2.5.1) ci-apres, que le k-module By, , et partant tous les k-modules
Bx, (i € [n]), sont k-libres.
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Lemme 2.5.1.— Soient R un anneau commutatif, m un entier > 1, Uy,Us,---, Uy,
des indéterminées, ti,to,- - -, t,, des entiers non tous nuls, ¢ un élément de R. Alors la
R-algebre

S :=R[Uy,Us, -+, Up) /(U U2 - - - Ul — ¢)
est un R-module libre de base les monomes U U5*? - - - U%™ avec a; < t; pour uni € [m]

au moins.

Preuve : Posons U? := U{'UY ... Ulm. Etant donné un monoéme U®, il existe un plus
grand entier s > 0 tel que (U")* divise U® :

U® = (Ut)SUﬁ avec [; <t; pour au moins un 7 .

Alors U = ¢*UP mod(U* — ¢), ce qui montre que les monémes de I’énoncé (que nous
appelerons “réduits”) engendrent le R-module S. Par ailleurs, une égalité

Z roU* = (U —¢)Q dans R[U,Us,---,U,]
U réduit

(ro € R Va) implique aussitot r, = 0 Va par comparaison, par exemple, dans le cas
contraire, des plus grands monomes pour 'ordre lexicographique du support des deux
membres.

Nous allons expliciter un cas particulier de ces considérations générales.

Proposition 2.5.2.— Soient k un anneau commutatif, I un ensemble fini, et pour
tout i € I un entier d; > 1 divisible par m = ppcm(mq,ma,---,my). On suppose
donnée une partition indexée par [n] de I par des parties non vides :

=11 1.

J€E[n]

Les notations A, f; ayant la signification explicitée précédemment, on pose

=1If Geln

i€l;
Alors :

(i) La suite (g1, 92, -, gn) d’éléments de C := A[X1, Xo, -, X,,] est réguliére.

(ii)) Posons B := C/(g1,92, - *,9n). Pour tout i € [n], le k-module By, est libre. De
plus, lorsque I'anneau k est réduit, les k-algébres Bx, (i € [n]) et B/ Hgﬁ(B) sont
réduites.

(iii) L’idéal A := Hgy,(B)o de A est engendré par

“Res (gla g2, agn) = H “Res (fh(l)a fh(Q)a ) fh(n))a
h
ou h parcourt I’ensemble des applications [n] — I telles que h(j) € I; pour tout j € [n].
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Preuve : Nous venons de prouver, dans un contexte plus général, l'assertion (i) et
la premieére partie de (ii). Pour la deuxieme partie de (ii), on procéde de méme par
récurrence, a partir du lemme (2.5.3) ci-apres pour montrer que les By, sont réduits ;
comme B/HSﬁB C I[i~, Bx;, il en résulte aussi que B/HSﬁB est réduit.

Lemme 2.5.3.— Soient R un anneau commutatif réduit, m un entier > 1,
Ui,Us, -+, U, des indéterminées, et ¢ un élément de R.

Alors la R-algebre
S = R[Ul,UQ,'",Um]/<U1U2"'Um —C)

est réduite.

Montrons le. Lorsque R est un corps, on a, ou bien ¢ = 0, auquel cas 'assertion
est immeédiate, ou bien ¢ inversible dans R, auquel cas

S 2R[UlaUQa"'7UmaU1_1aU2_1a"'aU_1]

m

est integre. Dans le cas général, le fait que R soit réduit se traduit par I'injectivité du
morphisme d’anneaux canonique

R— ] (Bp/PRp).
Pespec(R)

Comme S est R-libre (2.5.1) on en déduit (en regardant les composantes d’un élément
sur une base) que le morphisme d’anneaux que ’on en déduit

S— JI Re/PRpUL,---,Un))/(T1 Uz Uy — )
PeSpec(R)

est aussi injectif, d’olul aussitot 1’assertion a partir de ’assertion déja prouvée pour les
corps.

Montrons enfin (iii). La formule de 1’énoncé résulte de la propriété de multiplica-
tivité pour les résultants. Il s’agit de montrer que la suite

n
“Res (g1,*,gn
0— A (91 Q)ACQHHBXi
=1

est exacte. Comme d’habitude, on se ramene a le prouver lorsque k = Z ou Z/pZ (p
premier) : une fois observé que les zBy, sont sans Z-torsion (ii), cela implique que
Q = Coker (can) est Z-plat. Mais lorsque k est factoriel I'idéal A est une racine
(AJA C B/HSﬁB) d’apres (ii), et d’autre part on sait qu’il a méme racine que 'idéal
engendré par le polynome “Res (g1, 92, -, 9,) qui, au vu de son expression rappelée
dans I’énoncé, est “quadratfrei”. D’ou A = (“Res(g1,92, - -,9n)) dans ce cas, ce qui
acheve la démonstration.
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3. Structure de la transgression et inertie.

Le propos de ce paragraphe est d’expliciter, au moins dans le cas générique, les
morphismes de transgression 7, de (1.3). Nous aurons d’abord besoin pour cela de
quelques généralités.

3.1. Soient R, S deux anneaux commutatifs, et o : R — S une structure de R-algebre

sur S. On note
mults/gp 1 S®rS — S

rQRrY+— Y

la multiplication de S, et
Is/r := Ker (multg,r)

I'idéal de S ®gr S engendré par les éléments de S ®r S qui sont de la forme
r®l—-1®x(xel).

Pour tout S-module P et tout s € S, on note sp : P — P la multiplication par s
dans P. Etant donnés deux S-modules M et N, on prolonge la structure de R-module
de Homp (M, N) en une structure de (S®g.S)-module au moyen de la loi de composition

(S®grS)x Hompr(M,N) — Hompg(M,N).
[(s®@prt),u] —tyouosy
Pour cette structure de (S ®pg S)-module, on a alors
(3.1.1) Homg(M,N) ={u € Homr(M,N)|(s®1—-1®s)u=0Vse S}
= {u € Homgr(M,N)|Ig/g.u = 0},

identifiant ainsi Homg(M, N) au sous (S ®g S)-module de Hompg(M, N) formé des
éléments annulés par Ig/ .

Le cas qui nous intéresse ici est celui ot N = S et M = S = Hompg(S, R), ce
dernier étant muni de la structure de S-module définie par

S*U:=1UOSg (seSuchs).
Le R-module Hompg(S, S) contient I’élément

€S/R S—S

v (aov)(lg)
ce qui permet de définir une application (S ®p S)-linéaire

Os/r + S®rS — Homp (S, S) ;

(3.1.2)
s@ptr (s®rt).es/r
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pour tout (s,t) € S x S, I'application fg/r(s ®r t) est ainsi définie par

Os/r(s®rt) + S— 8

vi—t.(aow)(s) =v(s).t,

ol la deuxieme expression traduit la structure de R-module de S au moyen de a.

Identifions, par multg, g, les anneaux S et (S ®g S)/Ig/r. Alors, il résulte aussitot
de (3.1.1) que fg,r induit une application S-linéaire, notée de méme si aucune confusion
n’est possible,

(3.1.3) Os/r : annsgrs(Is/r) — Homg(S,.S)

Z St @pte— [vi— ZU(Sg).tg] )
¢ ¢

3.2. Soit S un anneau commutatif Z-gradué :

S=PSs, ,

pEZ

avec 1 € Sy et S,S, C Spiq pour tout (p,q) € Z2.

On rappelle que, par définition, un S-module Z-gradué est un S-module M muni
d’une décomposition en somme directe indexée par Z de groupes abéliens

M= M,,

pPEZ
ces données étant assujetties aux conditions
(3.2.1) SpMq C Mpq (p,q €Z) .

Etant donnés deux S-modules Z-gradués M et N, on dit qu’'une application S-linéaire
u: M — N est homogene de degré p lorsque

w(My) C Nyyp pour tout (e€Z.
Pour tout p € Z, il est immédiat que ’ensemble, noté
Homg (M, N), C Homg(M, N) ,
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des applications S-linéaires de degré p de M dans N est un sous-groupe abélien de
Homg (M, N). Sip # g, les égalités Nyip N Nyyq =0 V¢ € Z montrent que

Homg (M, N), NHomg(M,N), =0
dans Homg (M, N). Par suite,

Hom{" (M, N) := @5 Homg (M, N),,
pEZ

se réalise comme sous-groupe abélien de Homg (M, N).

Si M, N, P sont trois S-modules Z-gradués, et p,q € Z, la composition des appli-
cations S-linéaires

Homg (M, N) x Homg (N, P) — Homg (M, P)

(u,v) —vou

envoie Homg(M, N), x Homg(N, P), dans Homg(M, P),+4. D’olt une loi de composi-
tion induite

(3.2.2) Hom{ (M, N) x Hom{ (N, P) — Hom{ (M, P) .

Soit M un S-module Z-gradué. Il résulte aussitot de (3.2.1) que le morphisme d’anneaux
S 3 s+ sy a son image contenue dans HomY (M, M).

Soient M et N deux S-modules Z-gradués. La remarque précédente et 1’existence
de (3.2.2) montrent que Hom{" (M, N) est un sous-S-module du S-module Homg (M, N).

Exemple 3.2.3. Soit R un anneau commutatif, et munissons-le de la Z-graduation
triviale : Ry = R, R, = 0si p # 0. Alors un R-module Z-gradué n’est autre qu'un
R-module M muni d’une décomposition en somme directe indexée par Z de R-modules :
M = @pez M,. Si M et N sont deux R-modules Z-gradués, ce qui précede permet
d’identifier Hom, (M, N) a un sous R-module de Homg (M, N). Dans le cas particulier
ou N := R, nous poserons

D% (M) := Hom¥, (M, R) ,

de sorte que
Dy (M) = Homg(M—p, R) (pE€Z) .
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3.3. Soit R un anneau commutatif, et S un anneau commutatif Z-gradué muni d’une
structure de R-algeébre a: R — S pour laquelle a(R) C Sp.

Munissant R de la Z-graduation triviale (3.2.3), on voit que tout S-module Z-
gradué M est muni par o d’une structure de R-module Z-gradué.

Soient M et N deux S-modules Z-gradués. La comparaison de (3.2.1) et (3.2.2)
montre que, munissant Hompg (M, N) de sa structure de (S ®g S)-module canonique

(s@t)u:=tyouosy
(s,t € S,u € Homg(M, N)), le R-module
Hom%, (M, N) C Homp(M,N)

est un sous (S ®g S)-module de Homg (M, N). De plus, munissant S ®pg S de la Z-
graduation produit tensoriel

(S@rS)m = P S @rS, (meZ),

ptg=m

la Z-graduation canonique du R-module Hom%, (M, N) est compatible avec la Z-graduation
de S®p S, ce qui permet de considérer Hom%, (M, N) comme (S® gS)-module Z-gradué.
L’idéal Is/p de S®@RS est gradué et la multiplication induit un isomorphisme d’anneaux
Z-gradués

MS/R (S®gr S)/IS/R = 85.

Cela étant, il résulte de (3.1.1) que
(3.3.1) Hom? (M, N) = {u € Hom%, (M, N)|Ig/gu = 0} ,

et 'on peut ainsi identifier le S-module Hom{ (M, N) au (S ®g S)-sous-module de
Homf, (M, N) formé des éléments annulés par Ig/p.

Paraphrasant (3.1), on s’intéresse au cas ou N = S et M = D% (S) := HomY%, (S, R)
(3.2.3), muni de la structure de S-module s.u := uo sg (s € S,u € D} (S)). Alors
I’application R-linéaire

eQST/R :DE(S) = @HomR(S_p, R)— S
p

(3.3.2)
@ vp — afvp(1)]

p
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est un élément homogene de degré 0 du (S ®g S)-module Z-gradué Hom%, (D%, (S), S).
Ceci permet en particulier de considérer ’application (S® rS)-linéaire ((Z xZ)-homogene
de degré (0,0))

Hg;R : S®gr S — Homf%, (D% (S),5)
(3.3.3) s@rt— (s®rt).ey)p
=150 €gp © 5Py (s)-

Par définition, pour tout s = @p sp€Settoutte S, ona

0% p(s @R t) :@P Homp(S_p, R) — S

@Up = ta(Z v_p(sp)) = [Z v_p(sp)]-t,

ou le point de la derniere égalité correspond a la structure de R-module sur S définie
par a.

(3.3.4)

Compte tenu de (3.3.1), 'application Hg; r induit a son tour une application S =
(S ®gr S)/Is/r-linéaire, notée de méme si aucune confusion n’est possible,

(3.3.5) Hg;R cannsggs(Is/r) — Hom (D3 (S), 9),

qui est homogene de degré 0 pour les structures canoniques de S-modules Z-gradués
des deux membres.

3.4 Comme au début de (1.1), soit (mq,ma,---,m,) une suite indexée par [n](n > 1)
d’entiers > 1, ¢ un anneau commutatif. Affectant les indéterminées X;(1 < i < n) du
poids m;, on note C' la f-algebre de polynomes N-graduée

C .= E[Xl,XQ"",Xn] .
Enfin, on se donne un idéal N-gradué J de C, et on pose
m = (Xl,XQ,"',Xn) ccC

R:= (X1, -, X,]/J .

L’anneau R étant canoniquement Z-gradué, on munit la ¢-algebre R®, R de la (Z x Z)-
graduation correspondante, ainsi que de la Z-graduation produit tensoriel associée.

L’idéal
annpre,R(Iry) ={{ € R R|(s®1-1®5)=0 Vp Vsc Ry}
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est Z-gradué, qu’on le considere comme (R®y R)-module, ou comme R-module au moyen
de Iisomorphisme de f-algebres Z-graduées multr/, : (R®¢ R)/Ig/, - R.
Soit § € annpre,r(IR/¢), €t
£= Z §pg » avec &pq € R, ®¢ Ry

(p,q)€Z?

sa décomposition en éléments Z?-homogenes. Posant z; := X; € R (j € [n]), les
égalités

(z;®1—-1®z;)6 =0 dans R®¢R
montrent que, pour tout j € [n] et tout (p,q) € Z2,

(2 ® 1)&pg = (1 ® T)&ptmy,qg—m;
dans Ry,i,,; ®¢ R,. Par itération, on en déduit que, pour toute suite ji,jo, -+, je
d’entiers € [n],
(Z’jl.ilij e .Z'je X ].)Spq = (]_ X flfjl.ilij e xj£)€p+zl<s<e m;j,,q - Z mjs
- 1<s<¥
dans R ®, R. Comme R, ®, R, = 05siq <0, on en déduit que
(xjyx4, x5, ®1)Epg =0 si Z m;, > q .
1<s<¥

Posant

p = max{p + q|&pq # 0} € NU{—o0} ,
on en déduit que

(3.4.1) (Rs, @ 1) =0

et, de méme,

(1 =) R>“)€ =0.

En particulier,

(3.4.2) CL?’L?’LR®£R<IR/4) c HY

9ﬁ®eR+R®e9ﬁ<R B¢ 11).

Utilisant la R-linéarité de 0 /,(§) (resp. 919{/6(5)) défini en (3.1) et (3.3) respectivement,
on déduit de (3.4.1) que

Rs,.0r/(§) =0 dans Hompg(Homy(R,?), R)
(resp. R>H.9?{/£(£) =0 dans Hompg (D (R),R)).
En particulier,

(3.4.3) mf,(€) C Im Oy (€) C Hyy(R).
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3.5 Soit ¢ un anneau commutatif, J un idéal de 'anneau de polynémes ¢[X1, - -, X,,],
et
R:=/([X1, -, X,])/J =0X]/J(X) .

Introduisons une deuxieme suite d’indéterminées Y7,Ys,---,Y,,, de sorte que R ®y R
s’identifie a
(X, Y]/ (J(X), J(X)).

Pour toute suite (g1, 92, -+, gn) d’éléments de J, choisissons des décompositions

9i(X) —gi(¥) = > (Xj = ¥))gij (X, Y)

j€(n]

dans /[ X, Y]. Comme (X;—-Y1, Xo—Y5, -, X,,—Y},) est réguliere dans ([ X, Y], il résulte
du “lemme de Wiebe” (par ex. [J4] 3.8.1.7) que la classe de dét (g;;) dans anneau
[X,Y]/(9:(X) = gi(Y))1<i<n ne dépend pas de la décomposition choisie. D’autre part,
pour tout s € [n],

(Xs —Y5) dét (gi5) € (9:(X) — 9:s(Y))1<i<n

dans /[ X, Y].

Comme les éléments (X, — Y;)(s € [n]) engendrent I/, dans R ® R, on en déduit
que la classe
Vr(g: X) :=dét (g955)” € R@ R

est bien définie et appartient & annrg,r(Ir/¢). Comme Vg(g; X) est f-multilinéaire
alterné en g, on en déduit une application (-linéaire

Ay (J) — annrg,r(IR/e)

g1 A+ AN gn — Vr(g; X).

En fait, on peut montrer (par ex [J6] 3.12.6.38) qu’elle se factorise & travers une appli-
cation R-linéaire
A% (T)T?) — annrg,R(Ir/e)-

g1 A\ Ngn — Vr(g; X).

Lorsque, comme dans (3.4), les X; sont affectés de poids m; > 1 et J est gradué, il résulte
donc des considérations précédentes que, pour toute suite (g1, g2, -, g,) d’éléments de
J,on a

0re(VRr(g; X)) : Homy(R, {) — Hgp(R)

0%,/(Vr(g: X)) : DI"(R) — Hgy(R) .
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3.6. Placons-nous de nouveau dans la situation de (1.1), dont on rappelle brievement
les notations :

C=/(X1,Xs, -+, X,], avec deg,(X;)=m;>1 Vi

fi= Z Uia XY (1 € [n],uin € £);d; > 1
dega(Xa):di

B:E[XlaXQa"'aXn]/<flaf2a"'afn)a
S=(di+do+---+dp) — (mi+ma+---+my).

Pour tout i € [n], choisissons une décomposition

n

(3.6.1) FiX) = fiY) =D (X, = Y)) fi(X,Y)

Jj=1

dans C®,C = ([X, Y] (muni de la Z-graduation produit tensoriel deg,(X;) = deg,(Y;) =
m;), avec les f;;(X,Y) homogenes :

dega(fij) = dz — mj .
Avec ces notations, il est clair que
Vp([;X):=dét (fi;)” € (B®¢B)s

pour la graduation produit tensoriel de B ®, B, de sorte que (3.4.3) H%T/K(VB(L X))
peut étre considéré comme un morphisme de B-modules Z-gradués

(3.6.2) 0 : DJ"(B)(—6) — Hgy(B) ,

de composantes §
0, : Bs—, — Hgy(B), (veZ).

Etant donné une décomposition

fi=Y_X,gi
=1

des f; dans C', on rappelle (lemme de Wiebe) que
(363) A = dét (gij)_ eB

ne dépend pas de la décomposition choisie. Par ailleurs, choisissant les g;; homogenes
de degré d; —m;, on voit que A € B;. Par spécialisation Y; — 0 (i € [n]) dans (3.6.1),
on voit qu’on peut choisir g;; = f;;(X,0). Par suite, notant

T: B —/
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I’augmentation de f-algebres canonique, et posant

w:B® B— B
bl®b2 '—>7T<b2)b1,

on a

(3.6.4) A = u(Vis(f; X)) € Bs .

Décomposons dét (f;;(X,Y)) pour la (Z x Z)-graduation canonique de C' ®, C' :

dét (fi;(XLY)) = > hpg(X,Y) (hpg € C, @0 Cy) .
p,q>0
ptq=4

Ecrivant arbitrairement

on a, par définition,

(3.6.5) 0, : B_, — Hyn(B), .

En particulier, comme il est clair que

dét (fi;(X,Y)) - dét (fi;(X,0) € P CpeiCy,

p+q=48
q>1

dét (fi;(X,Y)) — dét (fi;(0,Y)) € @ Cp ®¢ Cy,

on a h5’0 = dét (fzj<i, 0)) ®1et ho’g =1® dét (fZJ<O,X))

Si e : £ — By est le morphisme (bijectif) d’anneaux canonique, dont on note £ le
¢-dual, il résulte alors de la comparaison de (3.6.4) et (3.6.5) que

0o : Bs — Hgy (B)o
u — u(A)

05 : By — Hyyn(B)s

ac” — al(a € 0)

(3.6.6)
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Proposition 3.6.7.— On utilise les notations de (1.3) et (1.4). En particulier, A :=
Hgﬁ(B)o C (. Alors :

(i) On a les égalités
70 =00 : Bs — Hgy(B)o ,

’7A'5 = 195 : BO — HSﬁ<B)5 .
De plus, lorsque la suite (f1, fo,- -, fn) est réguliére dans C, on a, pour tout v € Z,
7, =0, : Bs_, — Hyy(B),.
(ii) Pour tout v € Z, on a

Bs_y.Im (7, —0,) =0 dans Bs ,

et
Im (7, — 0,) C HY(B), .
Preuve : Afin de préciser la suite f := (f1, f2, -+, fn) étudiée, nous allons utiliser les

notations 7, (f),7,(f) au lieu de 7, 7,,. En particulier, posant X := (X1, X2, -+, X,),

nous aurons a considérer 7,(X), 7, (X). Donnons-nous une décomposition

fi= Z X;9ij
j=1

des f; dans C, avec les g;; homogenes (deg,(gi;) = d; — m;), de sorte que (3.6.3)
A := dét (g,;)~ dans B. Posons

M = [gij] € Matn(C’) .

Le morphisme de C-modules Z-gradués

n

‘M PC(=di) — P C-=m)

i=1
se prolonge en un morphisme de complexes

Kosz (f1,-+, fn; C) — Kosz (X1, -+, X,;C)

de la forme
0— C(—Eimi) e @Z C(—mi)[Xlig("]
dét (g1 | ue] |

C—0

(3.6.8)

deg —n degO .
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Par fonctorialité de la transgression pour les morphismes de complexes, et restriction
aux composantes homogenes de degré 0, on en déduit un diagramme commutatif

HO(f B3y (C)) 5 4 5 Hy (B

dét (gml l
(3.6.9) ro(X)
ngt<c)_zimi - .

Identifiant Hyp (C)—x;m, et £.(X1 X5 X))~ Y, rappelons que ([J4]2.6.4.6.)

T0(X) (X1 X))t =2
a(X,-- X)) t—a (acd)

et que, par définition de 7, pour tout v € Z, le diagramme

7 (f)
HO(i; Hgﬁ<c))—(21di)+lj - HSJI<B)V

(3.6.10) |2 () ,

avec hy, : x — [y — 70(X)(yz)], est commutatif. Montrons que 7y = 6. Soit u € Bs.
La bijectivité de ho prouve l'existence d’un élément z € HO(f; Hypn (C))—x.4, tel que

(3.6.11) u(b) = 10(X)(bz) (Vb€ By) .
On a alors la suite d’égalités

f)(z) (3.6.10)
T70(X)(Az) (3.6.9)
= u(A) (3.6.11),

d’ou l'assertion annoncée, par comparaison avec (3.6.6). Montrons que 75 = 5. Util-
isant I’autodualité des complexes de Koszul, on déduit par dualité de (3.6.8) sur le
modele de ([J4] (3.8.1.3)) par exemple, un morphisme de complexes de C-modules Z-
gradués

w : Kosz (X;C)(—d) — Kosz (f;C)

pour lequel wy est la multiplication par dét (g;;) et w_,, l'identité de C'(—%;d;). Par
fonctorialité des transgressions pour les morphismes de complexes, on en déduit un
diagramme commutatif

{2 € HJ (C)(~Zidy)| M = 0} MRS g (0/9m)(<5) = €(—0)
(f) A

{e € H(O)-Sd)|(fr,- - f)e =0} 5 HY(B)
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induisant en degré  un diagramme commutatif de /-modules

n 70(X)
Ho(C)sym,  —  C/MM =1

(3.6.12) id)| | l

75 (f)

Soit a € /¢, et, comme plus haut € : / — By l'inclusion canonique. Rappelant que hgs est,
par construction, ’isomorphisme

hs : Hifp (C) s,m, = {(X1--- X))~ — By,
MXp - X)) Hes e
on a la suite d’égalités
75(f)(ag) = 75(f)(a(X1 - Xn)™h)  (3.6.10)

=70(X)(a(X1 - X,)"H). A (3.6.12)
=aA  ([J4]2.6.4.6).

D’ou 75(f) = 65 par comparaison avec (3.6.6).

Soit maintenant v € Z. Si v < 0, on a Hgﬁ(B),, =0;siv>d,onaBs_, =0. Par
suite, 7, = 91’ = 0 dans ces deux cas. Supposons donc 0 < v < §. Pour tout b € Bs_,,
et tout u € Bs_,,, I'égalité 75 = 05 déja prouvée et la B-linéarité de 7 et # montrent que

b7, (u) = 75(bu) = 0s(bu) = b0, (u) ,
d’otu la premiere partie de (ii) :
(3.6.13) Bs_,Im (7, —6,) =0 dans Hgn(B)s C Bs .

Lorsque la suite (f1, fo, -+, fn) est réguliere, nous avons vu (1.5.1) que 7 est un isomor-
phisme de C-modules Z-gradués

7 H(f; Hip (C))(—X4d;) — Hgp(B) .

En particulier,
75+ Hip(C)_si,m, — Hgy(B)s -

L’accouplement
Cs_v Qu Hgﬁ(c)u—zidi - ngt<c)—zimi

cCRQx — cx

étant parfait, on en déduit par transport de structure a partir de 7 que
{y € B,|Bs_,y = 0} = {y € Hyyy (B),|Bs_,y = 0} = 0.
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D’ou la deuxieme partie de (i) par comparaison avec (3.6.13). Supposons maintenant
(f1, fa,- -+, fn) arbitraire. Pour tout a € A, les H;(f1,- -, fn; C) (i # 0) sont annulés
par une puissance de a (lemme d’inertie : [J6] (3.12.1.2)), donc la suite (f1/1,---, f,/1)
de ¢,[X1,- -+, X,] est réguliere. Par suite (i), (7,)a = (0,),. La fin de (ii) en résulte
aussitot.

L’intérét de la proposition (3.6.7) provient surtout du corollaire suivant qui, ap-
pliqué a la situation générique, permet dans de nombreux cas d’expliciter alors toutes
les formes d’inertie (cf.[J5] 3.11).

Corollaire 3.6.14.— Soient ¢ un anneau commutatif et C' := ([X1, Xo, -, X,]
gradué par deg,(X;) = m; > 1(i € [n]). Soit (fi1, fo, -, fn) une suite réguliére
d’éléments homogénes de C, avecdeg, (fi) = d; > 1 (i € [n]). Onpose B = C/(f1, fa,-+, fn)
et §=(di+ - +dy)— (m1+- +my).

Alors :
(i) DI"(B)(—6), := Bs_, = 0 lorsque v < 0 ou v > §, de sorte que

DJ"(B) = Homy (B, /) ,

(ii) L’application B-linéaire
‘9B/£<VB<i§ X)) = H%T/AVB (i, X)) : HOIH((B, f) — HSﬁB
est un isomorphisme de B-modules.

Preuve : Par (1.5.1), la transgression 7 est bijective ; on en déduit (i) en remarquant
que Hgﬁ(B),, =0siv <O0et Bs_, = 0siv >4 Paraileurs (3.6.7 (i), on a
0 := H%T/e(VB(i; X)) =7, d’ou aussitot (ii).

3.6.15. Soient ¢ un anneau commutatif, J un idéal de C := ([Xy, Xo, -+, X,,] et
R := C/J. Toute application R-linéaire u : Hgﬁ(R) — R a son image contenue dans

Hgﬁ(R). Par suite, par application du 0-foncteur Exty(?, R) a la suite exacte canonique
0— Hgﬁ(R) — R — R/Hgﬁ(R) — 0, on obtient une suite exacte de R-modules

0— (0: H2.(R))r — R -~ Endr(H%,(R)) — ExtL(R/HS.(R),R) — 0,
(3.6.16) ( gm( ))R R( gm( )) R( / gm( ) )
TETHY (R)

dans laquelle h est le morphisme d’anneaux canonique.

La proposition suivante permet notamment de préciser (3.6.16) dans la situation
intersection complete (3.6.14).

34



THE ELECTRONIC JOURNAL OF COMBINATORICS 3 (2) (1996), #R2 35

Proposition 3.6.17.— Sous les hypotheéses de (3.6.14), les assertions suivantes sont
vérifiées.

(i) Notons ¢ : £[Xy,---,X,] — ¢[X1,---,X,] le morphisme de (-algébre défini par
e(X;) = X"(1 < i < n). Les polynomes ¢(f1),---,¢(fn) sont homogenes
de degrés respectifs dy,ds,---,d, pour la graduation ordinaire (deg(X;) = 1) et
I’élément

R := Res (@(fl)’ @(fQ)’ T @(fn)) el
appartient a A := Hgﬁ(B)o et ne divise pas zéro dans /.

(ii) Les idéaux suivants de B sont égaux

H?R)<B)aH21<B) ) H%SJI(B)<B) )

(0: A)p:={be BlAb=0},
(0:R)p:={be B|Rb =0},
(0: Hyy (B))s : = {b € B|Hgy (B)b =0} ,
= Ker (h: B— Endp(HgyB)) ,
otuh:bw— bHSﬁ(B)(b € B).

(iii) Pour tout i € N et tout v € Z, on a un isomorphisme canonique de ¢-modules
Hjy(B), ~ Extj(Bs_,,{).
(iv) Soit 0 < v < ¢ un entier. Supposons que H5ﬁ<B)5—V = 0 pour tout entier i > 1.
Alors le /-module B, est réflexif et 'application (-linéaire
B, — Homy(Hgy (B)5-., Hyn (B)s)

x +— (y — zy) (produit dans B)

est bijective.

(v) L’anneau End B(HSﬁB ) est commutatif et I’application (-linéaire
End (Hgy, B) — Homy(A, B)

wi [a s u(a)

est injective.

(vi) Les B-modules EndB(HSﬁB), EthB<B/HSth, B) sont canoniquement Z-gradués,
de sorte que la suite exacte (3.6.16)

h
0— (0: HyyB)p — B — Endp(HgyB) — Exty(B/Hg,B,B) — 0
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soit une suite exacte de B-modules Z-gradués.

Soit 0 < v < ¢ un entier. On suppose que Hgim<B)5—V = 0 pour tout entier ¢ > 1.
Alors Papplication (-linéaire

h, : B, — Endp(Hgy B),

est surjective. Autrement dit : Ext]lg(B/HSﬁ(B), B), = 0. En particulier, si (Hy, B)>o =
0 pour tout i > 1, le morphisme d’anneaux h est surjectif, autrement dit

Exty(B/Hgy(B),B) =0 .

Preuve : Montrons (i). Posons ici
C = X1, X9, -+, Xp] avec deg(X;)=1.

Le morphisme de (-algebres ¢ : C' — C” est un morphisme de (-algebres Z-graduées, et
fait de C” un C-module libre de base les monémes X avec 0 < «o; < m; — 1(i € [n]).
En particulier, ¢ identifie C' & un C-module facteur direct du C-module (par ¢) C°,
de sorte que, posant B® := B/(¢o(f1),---,¢(fy)), Vapplication ¢ induit par passage au
quotient une injection ¢ : B — B’. Posons A’ := Hgﬁ(Bb)o. Sia € A°, il existe
un entier N > 1 tel que X""™a = 0 (i € [n]) dans B, soit @(XNa) = 0 (i € [n]) ;
I'injectivité de ¢ montre alors que X¥a = 0 (i € [n]) dans B. On a ainsi prouvé
que A C A. En particulier R € A” C A. Par ailleurs la platitude de ¢ montre que
la suite (¢(f1),@(f2), -, ¢(fn)) est réguliere dans C°, donc ([J6] 3.12.4.2 (i)) R :=
Res (o(f1), -, ¢(fn)) ne divise pas zéro dans ¢. D’ou l'assertion. Elle nous servira
surtout dans la suite sous la forme

(3.6.18) HJ(Hgy B) = Hipy(HgyB) =0 ,

qui résulte de ce que (1.5.1) 77! identifie HSJIB au sous-f-module HO(f; HypC) du
t-module libre Hyy, (C). Pour prouver (ii), il suffit, du fait des inclusions immédiates

Hio (5)

U U U

(B) < Hy(B) C Hp(B)

(0:HY(B)s < (0:A4)p C (0:R)p
de montrer que H{p)(B) C (0: Hyp (B))p. Mais

Hyy(B).H{py(B) C Hgpn(B) N Hipy(B) =0
d’apres (3.6.18), d’ou I'assertion.
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Remarque 3.6.19 : Pour v > §,ona B, — I'(X, Ox(v)) et la structure de I'( X, Ox)-
module de I'( X, Ox (v)) montre que AB, = 0. Par suite, Bss C (0: A)p. Cependant,
il n’y a pas égalité en général, ainsi que le montre ’exemple suivant :

¢ =17[U,V] (U,V  indéterminées)
B=2[U,V,X,Y]/(UX®VY®)  (deg(X) = deg(Y) = 1)

Dans ce cas on a A = (UV),§ = 3, et AX? = AY3 = 0, donc HY(B), # 0 pour
v =273

Utilisant ’autodualité du complexe Kosz ( f1, fa, - -, fn; C), Passertion (iii) se prouve
sur le modele de ([J4] 2.7.11), ou seule est utilisée 'acyclicité du complexe de Koszul.
Montrons (iv). L’acyclicité de Kosz (f;C) montre que le f-module B, admet une
résolution libre finie, donc donne lieu & une suite spectrale de bidualité

Ext} (Ext, %(B,,{),() = EP*1

avec B = B, et E* = 0 pour s # 0, et dont la “transgression” E — E° est le
morphisme canonique B, — B,/V. D’apres (iii), ’hypothese signifie que Ext} (B,,¢) = 0
sip#0, dou EYY =0 si ¢ # 0 ; la premiere partie de l'assertion en résulte aussitot.
Une fois identifiés £ et HY..(B)s au moyen de 75, le morphisme de bidualité B, — B
s’identifie au morphisme de /-modules

A :B, — Homy(Homy(B,, (Hgy B)s), Hypn (B)s) -
b u s u(b)]
Par ailleurs, notant «, 3 les morphismes de /-modules canoniques
a: Hyy (B)s—, — Homy(B,, (Hgy B)s)
T [y xy]
3 : B, — Homy(Hgy (B)s—., (Hgy B)s),
T [y xy]
nous allons vérifier 1’égalité

(3620) 5 = HOmg(O&, ZdHS)t(B)‘S) oM.

De toutes manieres, I'application « est bijective (1.5.1) et nous venons de voir que,
sous les hypotheses de (iv), il en est de méme pour A. D’ou la bijectivité de # dans ce
cas, comme annoncé. Vérifions (3.6.20). Pour tout b € B, et tout x € Hgﬁ(B)g_,,, la

valeur en x de Homg(a,ingﬁ(B)s) o A(b) est, par définition, \(b)[a(z)], autrement dit

I’évaluation en b de a(x) : y — zy, soit bz := B(b)(x), d’ou I'assertion. Montrons (v).
Plus précisément, nous allons montrer que ’application

Endp(Hgy, B) — B
u — u(R)
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est injective. En effet, soit u € EndB(HSﬁB) telle que u(R) = 0. La B-linéarité de u
et le fait que R € Hgﬁ(B) impliquent pour tout = € HSJIB les égalités

Ru(x) = u(Rx) =zu(R) =0,
donc u(x) € Hgﬁ(B) N H?R)(B) =0 (3.6.18). Par suite, u = 0, comme annoncé. Soient
maintenant u,v € EndB(HSﬁB) et montrons que uowv = vowu. On a déja constaté que
Ru(z) =u(R)x (z € HSﬁB)
Rv(z) =v(R)x (z € HSﬁB).
On en déduit, pour tout x € HSJIB la suite d’égalités
R*(uov)(x) = R x [Ru(v(x))]

(
= Ru(R).v(z)
(

= u(R)[Rv(z)]
=u(R)v(R)x
d’ou aussitot, par commutativité de B,
R*(uowv)(z) = u(R)v(R)x = v(R)u(R)x = R*(vou)(x) .

Comme R ne divise pas zéro dans Hgﬁ(B) (3.6.18), on en conclut bien que (uov)(x) =

(vou)(z), d’ou I'assertion. Montrons (vi). L’assertion sur les graduations résulte aussitot
de ce que Hgﬁ(B) = Do<i<s Hgﬁ(B),,. L’entier v étant comme dans les hypotheses de

(vi), soit u € Homp(Hgy B, Hyy, B),. Les égalités

(3.6.21) Ru(z) =u(R)x (z € Hgﬁ(B)) ,

ou u(R) € Hgﬁ(B),,, montrent que la multiplication par u(R) :
Hyy (B)s— — Hyyn(B)s

est divisible par R dans Homg(HSﬁ(B)g_,,,HSﬁ(B)g). D’apres (iv), I'hypothese faite
implique que ’application /-linéaire

B: B, — Homg(HSﬁ(B)é—u, HSﬁ(B)a)

x = [y = ay]

est bijective. On en déduit 'existence d’un élément b de B, tel que u(R) = Rb. Com-
parant avec (3.6.21), cela fournit I’égalité

R(u(z) —bzx) =0 (z¢€ HSﬁB) ,

d'ott u(z) = bz (z € HSJIB)’ puisque R ne divise pas zéro dans Hgﬁ(B) (3.6.18).
Compte tenu de (3.6.16), le reste de I’assertion est immédiat.
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3.6.22. Afin de tirer quelques corollaires de (3.6.17), nous allons d’abord rappeler, en
les généralisant, quelques résultats de [J3].

Supposons donnés, comme au début de (1.1), un anneau commutatif ¢, deux suites
(my1,ma,---,my) et (di,da,---,d,) d’entiers > 1, et considérons la situation générique
correspondante

A= E[Uza“ € [n],dega(Xa) = dz] ,

Fi L= Z UiaXa EA[Xl""’Xn]di .
deg, (X*)=d;

Posant U := (Ui € [n],deg,(X%) = d;), toute forme d’inertie (par rapport & 9), soit
a(U) € A[X], pour la suite de polynomes génériques (Fy, Fy, - - -, F},) sera dite générique.
Si maintenant (f1, f2, -, fn) est une suite de polynémes de ¢[X1, Xo,---,X,,] de la
forme
fi = Z UiaXa EE[Xl,XQ,---,Xn]di s
deg, (X *)=d;

toute forme d’inertie générique a(U) fournit par spécialisation U;, +— u;, une forme
d’inertie (par rapport & 9N), soit a(u) € £[X], pour (f1, fo, , fn) C [ X1, Xo, -+, X,].
En outre, pour tout (j, 3) avec j € [n] et deg,(X?) = d;, on peut donner un sens aux
;. . da
dérivées partielles 77— (u) € ([X].
Rappelons aussi qu’un entier d > 1 est dit trés ample pour la suite (mq, ma, - - -,
my) ([J3] 6.4.4) si, pour tout entier h > 0, il existe un entier s > 0 tel que

Tha+slqgC(s+h)Ty,

ol, pour tout entier £ > 0, on a posé

Iy :={a € N"| Zmiai =t}

i=1
et, ici,
gl . =T'+T+---+T (¢ fois ) pour ¢ € N .
Proposition 3.6.23.— Dans la situation préliminaire de (1.1) :
fi = Zdeg (Xo)=d; Ui X* € L[ X1, -, Xp]a,, soit a € A une forme d’inertie générique

de degré 0 (par rapport a X1, Xs,---, X,,). On suppose en outre donné un couple (7, [3)
(j € [n], deg,(XP) = d;) tel que

a) m := ppem(my, ma, - - -, my,) divise d;,
b) (0a/0U,p)(w) soit inversible dans .

Sous ces hypothéses, les assertions suivantes sont vérifiées.
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(i) Posant X := Proj (B), la projection canonique X — spec ({) est un isomorphisme
lorsque

- ou bien f3; > 0 pour tout i € [n],

- ou bien I'entier d; est trés ample pour (my, ma,---,my). En particulier
Hgm(B) = 0 pour tout i > 2 dans chacun de ces cas.

(i) On a Hgy(B), = 0 lorsque

- ou bien §; >0 Vi€ [n], et v > 0.

- ou bien I'entier d; est trés ample pour (my, ma,---,my,) et v € Z{i|5i>0} Nm,;.
(iii) Supposons la suite ( f1, fa,- -, fn) réguliére. Alors I'une quelconque des conditions

de (ii) implique que le ¢-module Hgﬁ(B),, est stablement libre de type fini.

Preuve : Se démontre comme les assertions génériques correspondantes ([J3] 6.4.5 &
6.4.8).

Corollaire 3.6.24.— Sous les hypothéses préliminaires de (1.1), supposons que
(f1, f2,+ -+, fn) soit une suite réguliére de ¢[Xy,---,X,]. Supposons en outre donnés
une forme d’inertie générique de degré 0, soit a(U) € A, et un couple (j,()(j €
[n], deg, (XP) = d;), ces données étant assujetties aux conditions suivantes.

1) m := ppcm(mq, mg, - --,m,) divise d;,
2)on a:
- ou bien f; > 0 pour tout i € [n]

- ou bien I'entier d; est trés ample pour (my, ma,- -, my) et inf(m;) =1
{ilB:>0}

3) (0a/0U,p)(u) est inversible dans ¢.
Dans ces conditions, les assertions suivantes sont vérifiées.

i) Les ¢-modules HY.B et B<s sont stablement libres de type fini, et, pour tout
m =
0 < v <4, Paccouplement

~—1

B, ®¢ Hyy(B)s—, — Hyp(B)s > ¢
rQY+— xy

est une dualité parfaite.

(ii) Le morphisme de (-algébres canonique h : B — EndB(HSﬁB) (cf. 3.6.17) est
surjectif, ainsi que 0%, : annpe,5(Ip/e) — Homy (D7"(B), B).
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(iii) Les applications B-linéaires

A: B — annpg,s(Ip/)

1= V(f; X)
et u: B — Hom% (D] (B), B)
l— H%T/g<v<_§ X))

sont telles que Ker (\) = Ker (u) = Ker (h) = HY(B) = Bss [voir 3.6.17 (ii) pour
d’autres expressions].

Preuve: D’apres (3.6.23), les hypotheses faites impliquent que Hgm(B) = 0 lorsque
1 > 1, et que le /-module Hgﬁ(B) est stablement libre de type fini. Par comparaison
avec (3.6.17 (iv)), on en déduit que, pour tout 0 < v < §, le -module B, est réflexif, de
dual le ¢-module localement libre Hgﬁ(B)g_,,, d’ou aussitot (i). De méme, la premiere
partie de (ii) résulte de (3.6.17 (vi)). La conjonction de (3.4.3) et (3.6.14 (i)) permet
d’identifier Hom% (DJ"(B), B) & Homg (D" (B), HSJIB) ; modulo cette identification,
I'isomorphisme de B-modules 7 = 6 : DJ"(B) — HSJIB (3.6.14 (ii)) fournit un isomor-
phisme

w = “Homp(7,id)" : Homp(Hgyy B, Hgy B) — Hom% (D{"(B), B)

rendant le diagramme

%0

B % annpe,s(Ipy) —£  Hom% (DY (B),B)

|| o

h
B — HomB(HSﬁB, HSJIB)
commutatif : on a les égalités
(3.6.25) woh=pu= H%T/e o\.

La comparaison des membres extrémes de (3.6.25) et la surjectivité de h impliquent celle
de H%T/ ,» d’ou (ii). Montrons (iii). Comme B<;s est un f-module stablement libre par (i)
et HY(¢) =0 (3.6.17 (i)), on voit tout d’abord que H% (B) = Bss. De (3.4.1) résulte que
B>5V(f; X) = 0 dans le B-module annpg,5(Ip/), donc que H)(B) = Bs5 C Ker ()).
Par ailleurs, il résulte immédiatement de (3.6.25) que Ker (\) C Ker (u) = Ker (h) =
HY(B), la derniére égalité provenant de (3.6.17 (ii)). La comparaison des inclusions

ainsi obtenues entraine aussitot (iii).

Remarque 3.6.26 : Sans supposer la suite (f1, fa,- -, fn) réguliére, on peut considérer
les fleches A : B — annpe,s(Ip/) (1 — V(f; X)) et p:= H%T/e o A. Au moins lorsque
I’anneau ¢ est noethérien, elles sont compatibles avec la localisation de Zariski, et ce
sont des isomorphismes en dehors de V' (A). En effet on sait (lemme d’inertie) que, en
dehors de V(A), la suite (fi, fa, -+, fn) est réguliere, que B = HSJIB et que B est
un /-module localement libre. En dehors de V(A), la bijectivité de h, donc de p, est
immédiate (B = HSJIB)’ et celle de A résulte, par exemple, de ([J6] 3.12.6.42).
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4. Autour des formules de Macaulay

4.1 Commencons par quelques rappels et généralités sur les équations linéaires dio-
phantiennes, qui nous serviront dans la suite (4.2.9).

Soient n un entier > 1 et (my,ma, - --,m,) une suite indexée par [n| d’entiers > 1.
Avec ces notations, on a la proposition suivante.

Proposition 4.1.1.— (Brauer)

Tout v € Zmy + Zmsy + - - - + Zm,, (i.e. divisible par pged (my, mo, -+, m,)) peut
s’écrire sous la forme

V=oa1mi+ asmg + -+ a,my, (a; € Z)

avec, pour tout 1 <3 <n —1,

(%) 0 < a;m; < ppem(mi, pged(miy1, Miya, -, Mp)) — m;.

En particulier, tout v € Z qui est divisible par pged (mi,ma,---,my) et tel que
n—1

() vz Z[Ppcm<mi,p90d<mi+1, Mo, My)) — My
i=1

appartient au monoide Nmq + Nmo + -+ - + Nm,, C N.

Preuve : Posons, pour tout i € [n],

& = pged(mi, mig, - -+ my) = pged(mylj > i)

et, par convention,
Snt+1 = p90d<@) =1

Alors, pour tout 1 < i < n, 'égalité
(4.1.2) ppem(mg, pged(miy 1, - -+, my))pged(my, pged(miy1, -, my))

= mingd<mi+1a T mn)

permet de reformuler (x) et (%) respectivement sous la forme

(%)’ ogaig&glq (i en—1))
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n

(%)’ v > [ppem(m;, &igr) — my).
=1

Nous allons montrer qu’on peut réaliser (x) par récurrence sur 'entiern > 1,lecasn =1
étant immédiat. Comme v est divisible par pged(my, ma, -+, m,) = pged(mq, &), on
peut écrire v sous la forme

V=am +5€2 (Oé,ﬁEZ).

L’égalité (4.1.2) dans N :
mi§2

&1

ppem(my, &2) =
permet, pour tout x € Z, d’écrire

(4.1.3) v=(a+ x€—2)m1 + (B —=

: pp0m<m1,€2))€2
1

&2

Par division euclidienne de « par £3/&1, on peut choisir x tel que

0§a+x€—2<€—2—1.

&7 &
Posant alors ay = a + x(& /&), I'égalité (4.1.3) prend la forme
V=aymp+ Vi,
avec 0 < aymy < ppem(mq,&) — my et vy € Zmgy + -+ + Zm,. L’hypothese de
récurrence appliquée a vy et aux n — 1 entiers (mq, mg, - -+, m,) permet aussitot de con-
clure. On observera d’ailleurs que cette démonstration fournit sans peine un algorithme

de décomposition de v sous la forme (x). Une fois prouvé (x), la deuxieme partie de
I’assertion est immédiate, puisqu’alors

par hypothese.

4.1.4 Le cas n = 2, d’abord considéré par Frobenius, est particulierement intéressant.
En effet, dans ce cas, ppcm(my,ms) est le plus petit entier N divisible par pged(my, ms)
tel que, pour v € Zmy + Zms, 'inégalité v > N permette d’écrire

(4.1.5) vV =oa1mq +asmsy, avec i, > 1.
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Montrons-le. On peut supposer : pged(mi,me) = 1. Si v € Zmy + Zms est tel que
v > mima, il résulte de (4.1.1) appliqué a l'inégalité v — m; > mims — my que l'on

peut écrire
v —my = f1m1 + [Bama,

avec 0 < Bimq < mims —mq et B € Z. D’ou
PBama > v —my — (mime —my) =v —mimg > 0,

qui montre que B3 > 1. D’ou, posant oy := 1 + 1, ap := (5 une décomposition (4.1.5).
On aura terminé si on prouve qu’on ne peut avoir d’égalité

mime = 1M1 + aome avec «q,q2 > 1.

En effet, comme mo est premier a mq, on en déduirait que my divise ms — a3 < msy....

4.2 Dans cette partie, on se donne un entier n > 1, deux suites (my,ma, -, my,) et
(dy,ds,---,d,) d’entiers > 1, et on suppose que

(4.2.1) m; divise d; (i € [n]).

Etant donné un anneau commutatif ¢ # 0 et des indéterminées Xi, X5, -+, X,,, on

gradue la f-algebre C' := ([ X1, Xo, -+, X,,] en posant deg,(X;) =m; (i € [n]).

Un monéme X¢ := X" X532 - X% (o > 0) est dit d — repu (ou simplement
repu si aucune confusion n’est possible) si I'un des entiers «; est supérieur ou égal a
d;/m;. Dans ce cas, on appelle d— index de X“ (ou simplement index de X %) l'entier
noté

d — index(X®) ou i(a) = inf {i € [n]|o; > %}

Un mondéme X est dit d — dodu (ou simplement dodu) s’il existe deux entiers i € [n]
au moins tel que «; > d;/m;.

Dans C, la suite (Xfl/ml,ng/mQ,---,Xff”/m") est une suite réguliere de poly-

nomes homogenes, avec deg, (X di/miy — g, (i € [n]).

7

Proposition 4.2.2.— Soit (f1, f2, -, fn) une suite réguliere de C, avec f; € Cy, (i €
[n]). On pose
B = C/(flana"'afn)

et, comme d’habitude, M = (X1, X5, -, X)) et d =dy + - +dp — (my + - +my).
1) Soit v € Z un entier. Les assertions suivantes sont équivalentes.
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(i) H(B), = 0.
(ii)) BY =0 (dual comme {-module).

(iii) L’entier v ne peut-étre décomposé sous la forme

V= Zaimi (Oéi S Z)
=1

d;

avec 0 < oy < - — 1 pour tout i € [n] (autrement dit, avec la terminologie
précédente, tout monéme X “(«a € N™) avec deg,(X“) = v est d - repu).

Un tel entier v sera appelé exempt d’inertie (pour la situation envisagée).

2) Soit v € Z. Siv < 0 ouv > 6, alors v est exempt d’inertie. Pour que v € Z soit
exempt d’inertie, il faut et il suffit que  — v soit exempt d’inertie.

3) Si I’élément unité appartient a A := HSﬁ<B)0; un entier v € Z est exempt d’inertie
si et seulement si B, = 0.

Preuve : Posons
D= ([Xy, -, X,/ (XP/me o xdn/mn)

de sorte que, pour tout v € Z, le £ - module D, est libre de base les X non d - repus
et tel que deg,(X“) = v. Un calcul direct de séries de Poincaré ou, si l'on préfere,
I'isomorphisme (1.5.1)

7, : Ds_, = Hgy (D), = D,

montre que, pour tout v € Z,
(4.2.3) dimy(D,) = dimy(Ds_,).
Par ailleurs, 'acyclicité des complexes de Koszul

K*® := Kosz (f1,"+, fn;C) et L* := Kosz (Xfl/ml,---,Xff"/m";C)
montre que, pour tout v € Z, on a 1’égalité entre caractéristiques d’Euler - Poincaré
(4.2.4) X(K7) = x(Ly) = dimg(D,)

Nous allons montrer simultanément 1) et la deuxieme partie de 2). Soit v € Z. Comme
le /— module B, est de type fini, on a B,/ = 0 si et seulement si ann,(B, ) ne divise pas
zéro dans ¢ [Stokes : Some dual homological results for modules over a commutative ring,
J. of pure and applied algebra 65 (1990), th. 2.1]. Comme B, admet une résolution finie
par des /{— modules libres de type fini, un théoréeme de Vasconcelos (par exemple [J6]
3.12.3.21) montre que anng (B, ) ne divise pas zéro dans ¢ si et seulement si y(K?) = 0.
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Utilisant (4.2.4), on en déduit ’équivalence de (ii) et (iii) dans 1). La condition (iii)
pour v étant la méme que pour § — v (4.2.3), on voit aussi que (ii) et (iii) équivalent
a: By , = 0, qui n'est autre que (i), compte tenu de l'isomorphisme (1.5.1) 7, :
B(\{_ViHSﬁ(B),,. D’ou 1) et, compte tenu de (4.2.3), la deuxieme partie de 2). Par
ailleurs, il est clair que dimyD, = dimyDs_, = 0 (v < 0), d’ou le reste de 2). Enfin,
lorsque A =/, I’égalité B = Hgﬁ(B) implique aussitot 3).

4.2.5 Dans la situation préliminaire de (4.2), notons, pour tout v € N par

“Mon(n ; v) (resp. Rep(d ; v), resp. Dod(d ; v))

I’ensemble des mondmes X (a € N") tel que deg,(X®) = v et par ailleurs arbitraires
(resp. d — repus, resp. d — dodus).

Soient maintenant f; € £[Xy,---,X,]q, (i € [n]) des polynémes. On définit des
matrices carrées notées

D (fi,f2,---,fa; v) : Rep(d; v)x Rep(d
A (fi,f2,- s fn; v) © Dod (d; v)x Dod(d

v) —/
v) — /¢

b
b

(ou, plus simplement, D(f ; v) et A(f ; v)) comme suit.

Pour X et X? € Rep (d ; v) (resp Dod(d ; v)), la valeur de D(f ; v)
(resp A(d ; v)) en (X%, XP) est le coefficient de X” dans le polynome

(6% dia mMi(a
X /Xi(o(é))/ “ fita)s

ou ’on pose i(«) := d — index(X®) pour simplifier.

On pose également

D(fla"'afn;y) :D<i7y) = détD(fl’afn7V)
A(fla"'afn;l/) :A<i7l/) = détA(fl’afn7V)

ol, par convention, le déterminant de ¢ € Maty(¢) vaut 1.

Ces constructions sont surtout intéressantes lorsque I'entier v est exempt d’inertie.
Dans ce cas

D (f1, -, fn; v) : “Mon(n ; v) x *“Mon(n ; v) — ¢,
et on a, pOS&nt B := E[Xla o 'aXn]/<f1af2a o '7fn)a
(4.2.6) D(f; v)-B,=0dans B, .
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C’est clair lorsque v € Nmy +- - -4+Nm,,, puisqu’alors B, = 0. Siv € Nmj+---+Nm,,,
cela se voit comme suit. Notons X et M les matrices

“Mon(n ; v) x {x} — (X1, -, X,]
X (X, {x}) - X©

dia mMi(a
Mo (X ) e (XYY i,

on a, par construction,

D(f; v)oX=M

d’ou, par multiplication par la matrice adjointe D(f ; v)~,

D(f; v) - X=D(f; v)" oM,

égalité qui montre que D(f ; v) X € (f1,---, fn) pour tout X* € *“Mon(n;v).

4.2.7 Sous les hypotheses préliminaires de (4.2), nous dirons qu’'un entier v est d -
efficace (ou simplement efficace si aucune confusion n’est possible) lorsque v appartient
a Nmq + Nmy + - - - + Nm, et est exempt d’inertie.

La condition : v € Nmy + --- + Nm,, se traduit en disant que C,, # 0. Dans la
situation générique sur un anneau commutatif k :

0=A = klUli € [n], deg,(X*) =d], fi =Y UiaX*,---,

cela équivaut, par le lemme de Nakayama gradué, a la condition B, # 0. En situation
générique, un entier v est donc d - efficace si et seulement si

0= Hgn(B), C B, #0.

SiveNmy+---+Nmy,, et d —v & Nmq+ -+ Nm,, Uentier v est d - efficace.
L’exemple simple suivant montre que la réciproque n’est pas en général vraie.

4.2.8 L’exemple suivant, bien qu’élémentaire, est instructif, car il donne lieu a plusieurs
phénomenes qui ne peuvent se produire dans le cas standard, auquel la suite du para-
graphe 4 sera consacrée.

Prenons n =2,m; = 2,mo = 3,d; = 4,ds =9, de sorte que dy/my1 = 2,ds/ms =3
et § = 13—5 = 8. Plagons-nous dans la situation suivante (non standard) sur un anneau

commutatif &k :
A=Ek[U,V]

fi=UX3, f,=VX3
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Nous allons d’abord montrer que dans ce cas on a

HgyB = (UV)B.

En effet, il est tout d’abord clair que UV € Hgﬁ(B)o =: A, et nous allons vérifier que
la k-algebre

D:=B/UVB =k[U,V, X1, X2]/(UV,UX?,VX?)
est telle que Hgﬁ(D) = 0. Pour cela, observons tout d’abord que, comme UV = 0 dans
D, tout élément y de D est la classe dans D d'un P € A[X7, X5] de la forme

P=Q(X1,Xs) + UL(U, X1, Xs) + VM(V, X1, X5),

avec Q € k[X1,Xs], L € k[U, X], M € k[V, X]. Lorsque y € Hgﬁ(D), il existe un entier
N > 0 tel que

(a) X{'P e (UV,UX?,VX3)
(b) XNPe (UV,UXE VX3).

Par spécialisation U — 0,V +— 0 dans (a) ou (b), on en conclut tout d’abord que @ = 0.
Ensuite, la spécialisation V' + 0 dans (b) (resp. U ~ 0 dans (a)) montre que X?
divise L (resp. X3 divise M) dans k[U,V, X1, X5], donc P € (UV,UX2,V X3) comme
annonce.

Pour 0 < v <8 =4, cela permet de dresser le tableau de valeurs ci-dessous

C, B, HYy (B)y
0 A A AUV
1 0 0 0
2 AX, AX, AUV X,
3 AX, AX, AUV X,
4 AX? A/(U).X? 0
5 AX1 X5 AX1 X, AUV X1 X,
6 AX} @ AX2 A/(U)X3 & AXZ AUV X2
7 AX?X, AJ(U)(X3X2)" 0
8 AX{ @ AX X2 AJ(D)X{ o A(X1X3)~ AUV (X1 X3)~

Il ressort en particulier de ce tableau que les entiers 1, 4, 7 sont exempts d’inertie et
que seuls 4 et 7 sont efficaces. Le fait curieux est que a la fois 4 et § — 4 sont efficaces.

Les valeurs correspondantes pour D(UX? VX3 ; v) sont 1 (pour v = 1) et U (pour
v =4 et 7). On observera qu’elles appartiennent bien a ann4(B,) en conformité avec
(4.2.6) mais n’appartiennent pas a A := Hgﬁ(B)o.
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4.2.9 Supposons que, pour tout i € [n], Uentier m := ppem(mq, ma,- -+, my) divise d;
(cas standard). Alors tout entier v divisible par pged(my, - -+, my,) et vérifiant I'inégalité
v > § appartient & Nmy + Nmg + - -- + Nm,, d’aprés Brauer (4.1.1), donc est efficace.

Posons, pour tout i € [n],r; := d;/m;. Le fait que m, divise tous les entiers
d; = m;r; permet de définir par passage au quotient le morphisme de groupes

w LT XL)rol X - X L)ry 1L — ZL/m, L.

n—1 -
(T1, T2, -+, Tn—1) (Z mﬂ‘z‘)

=1

Soit v € Zmy + Zms + - - - + Zm,,, de sorte que v € Im (w) dans Z/m,,Z. Identifiant

la source de w aux suites (aq,qo, -+, qp_1) € N1 avec 0 < o; < ;i — 1, on voit
que w~1(7) est en correspondance biunivoque avec les suites o := (a1, g, -+, ap,) € Z"
vérifiant

V=aoa1mi+ aamg + -+ a,my, (€ Z™)
(4.2.10)

d; .
<< —1)).
O_Q_mi (i € [n—1))

Le nombre de telles suites est donc égal a

[w™H(0)] = (r1r2 - rn—1)/[Im (w)] .

Or
[(ma, -+ ,mp)Z/mpZ] = |Z/mnZ|/|Z/(m1,- - -, my) 2
= mn/ngd<m1a Ty mn)a
d’ou
jw™(0)] = (dvdz -~ dn—1)/x

avec

X = (mimg - -my)/pged(ma, - -+, my) (2.3.1)
Par suite (2.3.1 et [J3] 6.3.5 (A)), pour v € Zmy + --- + Zm,,, le nombre de a €
Z"™ satisfaisant aux relations (4.2.10) coincide avec le degré de “Res(f1, fo, -, fn)

(f; génériques) par rapport a I'ensemble des coefficients de f,.

Proposition 4.2.11.— On suppose que, pour tout i € [n], lentier m :=
ppem(my, ma, - -+, my) divise d; (cas standard), et on consideére la situation générique
sur un anneau commutatif k :

A= k[Uza|Z € [7’1,], dega<Xa) = dz]a

fi= Y UaX*eC=AXy,--, X,
deg, (X *)=d;

B=C/(f1, [z, [n)
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Etant donné un entier v € Nmj + Nmo + --- + Nm,, qui est efficace, les assertions
suivantes sont vérifiées.

(i) On a anna(B,) = (*Res(f1, fa, -+, fn)) C A.

(ii) L’élément D(fy, fa, -+, fn;v) de A (4.2.5) est non nul et divisible par
®Res(f1, -, fn) dans A. Par rapport a I’ensemble des coefficients de f,, le polynéme
D(fla f2a ) fn7 l/) est homogéne de degré d1d2 T dn—l/X = deg/fnaReS<f1a ) fn)

(iii) Pour toute décomposition de v dans Z de la forme (4.2.10)

V=qaq1my+ aamo+---+a,my,
OSOQS(dz/mz)—l <1§i§n—1),

I’élément «,, appartient a N : «, > 0.

(iv) Ona: d—v & Nmy+Nmg+---+Nm,, autrement dit § — v n’est pas efficace.

Preuve : Pour montrer (i), nous allons d’abord supposer k integre. Dans ce cas, on
sait ([J3] 6.3.6) que l'anneau B/HSﬁB est integre, donc que, pour tout z # 0 dans

B/Hgy B, on a anna(x) = A= Hgy(B)o. Comme v est efficace, on a (4.2.7)
0# B, = (B/Hgy B), C B/Hgy B,

d’ou aussitot (i) dans ce cas. En particulier, avec des notations standard, on a une suite
exacte de zA-modules

0 ZAaRes(fL;.,fn)ZAi)ZBZMon(n ; V)

(4.2.12) ’
1— (X deg,(X®) =v)
qui le demeure apres tensorisation sur Z par Z/pZ pour tout nombre premier p. Comme
zA et z B, sont des groupes abéliens sans Z-torsion, (si 0 # x €z B, on a ann, 4(z) =
(“Res(f)) par ce qui précede), on en déduit que, posant ) := Coker(u), le groupe
abélien @ est sans Z-torsion, donc plat. L’assertion (i) dans le cas général s'obtient
alors par tensorisation de (4.2.12) par k sur Z, compte tenu notamment de ce que, dans
le cas standard, le résultant est invariant par changement d’anneau de base ([J3] 6.3.5

(A) (iii)). Montrons (ii). Tout d’abord, il résulte aussitot des définitions que
D(Xiil/m1’X32/m2’ .. .’Xgn/mn cv)=1 dans &,

ce qui montre par spécialisation que D(f1,---, fn ; v) n’est pas nul. Comme D(f ; v)
€ anna(B,) par (4.2.6), il résulte de (i) que D(f ; v) est divisible par
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®Res(f1, fa,- -+, fn). Par construction, le degré d’homogénéité de D(f ; v) par rap-

port aux coefficients de f,, est le nombre de (a1, a9, -+, a,) € N™ tels que

(4.2.13) 0<a; <(di/m;)—1 (I<i<n-1).

{u:alml-l—agmg-l-----l—anmn (. € N")
Notant L le nombre de solutions de (4.2.13) et M celui de (4.2.10), on a
L< M= (dida---dpn_1)/x,

I’égalité provenant de la fin du paragraphe (4.2.9). Par ailleurs, comme
“Res (f1,- -+, fn) divise D(f ; v), on a

L > deg/y, (“Res(f1, -+, fn)) = (did2---dn—1)/X

d'ou L =M = (didy---dp—1)/x = deg/¢, (“Res(f1,--+, fn))-

Ceci acheve la preuve de (ii) et montre en méme temps 'assertion (iii) : toute solution
du systeme (4.2.10) est solution de (4.2.13). Montrons (iv). Comme L > 1, il y a au

moins une solution de (4.2.13), soit (ay, g, -+, ) € N™. Alors
(4.2.14) 5 — UV = Z(dz/mz —1- ai)mi
i=1

et 0 < (di/m;) —1—a; < (di/m;) —1 (1 < i < n-—1). Sid— v appartenait a
Nmj + Nmgy + -+ + Nm,,, il serait d-efficace ; I’assertion (iii) appliquée a § — v et a
Iégalité (4.2.14) impliquerait alors que «,, < i—” — 1, en contradiction avec le fait que
le monome X7t X352 --- X3 est d-repu (4.2.2, 17 (iii)).

Corollaire 4.2.15.— (Cas standard : ppcm(my, ma, - -+, my) divise pged(dy,da, - -+, dy)).

1) Soit v € Z un entier divisible par pged(my, ma, - -+, my). Pour que v soit efficace pour
la situation décrite par les deux suites d’entiers (my,mo,---,my) et (dy,ds, -, dy), il
faut et il suffit que § — v € Nmy + Nmgo + -+ - + Nm,.

2) Soit v € Z un entier efficace pour la situation décrite par les deux suites d’entiers

(my,mag, -+, my,) et (dy,ds,---,d,). Supposons en outre donnés une partie J # [n| de

[n] et, pour tout j € J, un entier a; avec 0 < a; < (dj/m;) — 1. Dans ces conditions,

Pentier v— ), ajm; est exempt d’inertie pour la situation décrite par les suites d’entiers
jeJ

(my,mg,---,my); et (di,dg,---,dy);, ol la notation J signifie que I'on a oté les entrées

dont la position j appartient a J.
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De plus, pour que v — ajm; soit efficace par rapport a cette méme situation,
jeJ
il faut et il suffit que v — ) a;m; soit divisible par pgcd;gs(m;). Autrement dit, les
jeJ
assertions suivantes sont équivalentes :

(a) v— Zajmj € ZZmi,

Jjed ig€J

(b) vV — Zajmj S ZNmZ

Jjed ig€J

Preuve : Montrons 1). Si v est efficace, il résulte de (4.2.11 (iv)) que 6 —v € > Nm;.

i>1
Inversement, si d —v ¢ > Nm,, Uentier § — v est exempt d’inertie, et il en est de méme
i>1
pour v d’apres (4.2.2 ; 2). Il suffit pour conclure de montrer que v € Y Nm;, ce qui
i>1

résulte aussitot du lemme suivant.

Lemme 4.2.16.— (Cas standard).  Soit v € Z un entier divisible par
pged(my,ma, -+, my). Alors I'un des entiers v ou § — v appartient 8 Nmy + Nmsg +
-+« 4+ Nm,,.

Montrons le lemme. L’assertion est claire si v < 0 (4.2.9). Si le lemme n’était
pas vrai, il existerait donc un entier v divisible par pged(my, mao,---, m,) tel que v &

> Nm; et 6 — v & > Nm;, et minimum pour ces propriétés. On ne saurait avoir

i>1 i>1

v—mq € Y Nmy, et par suite le caractéere minimal de v implique 'existence d’entiers
i>1

a; > 0 (i € [n]) tels que

0—(v—my)=0—-v+m
(4.2.17) ( v !
= a1mq + asmg + - -+ + QM.

Par division euclidienne, on peut supposer que 0 < «; < (d;/m;) — 1 lorsque ¢ > 2 : si

d; . .
= —q; +7; (division euclidienne),

7

(_qi> m; = d;iq; = (—qz> m1 € Nmj.
m; mq
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Comme § — v & > Nmy, on a nécessairement oy = 0 dans (4.2.17), d’ou finalement
i>1

5—7/+m1:ZOéimi

i>2
Mais alors

V:(S—Zaimi-le

i>2
dy ( d; )
= —my + — —1—-a;)m; € Nm;,

en contradiction avec I’hypothese v ¢ >~ Nm,.

Montrons 2). Par récurrence et changement éventuel d’indexation pour les suites
m, d, on se rameéne au cas ou J = [n — 1]. Soit donc 0 < o, < (d,,/my,) — 1. 1l s’agit de
montrer d’abord que, pour toute décomposition

n—1
V— QpMy, = Z Bim; (Bi € Z),
i=1
I'un des ; au moins n’appartient pas a Uintervalle [0, d; /m; — 1]. Cela résulte aussitot
de (4.2.2 ; 1 (iii)) appliqué a la décomposition

v=_p0imi+ -+ Bp1Mp_1+ Qnmy

de v. Sous la seule hypothese que v est exempt d’inertie, on a ainsi montré que
v — apm, est exempt d’inertie pour la situation décrite par les deux suites
(mla mao, .-+, mn—l) et (dla d2a Tty dn—l)'

n—1 n—1
Il reste a montrer que si v — a,,;m,, € Y. Zm,;, alors v — a,,;my, € >, Nm,.

Par division euclidienne comme dans la preuve de 1), on peut écrire v — a;,,m,, sous
la forme
V= Qpmy = Bimy + Pamz + -+ Bpo1mp—1
avec 0 < 3; < d;/m; — 1 lorsque 1 < i < n — 2. Par application de (4.2.11 (iii)) a la
décomposition
v =[p1m1+ Pamz + -+ Bp1Mp_1 + apmy

et aux suites (mq, -+, Mp—2, My, Mp—1) €t (d1,- -+ ,dn—2,dpn,d,—1), on voit que G,_1 >
0, d’ou
n—1 n—1
v—aamy = >, Bim; € >, Nm,; comme annoncé. Cela acheve la démonstration.
i=1 i=1
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4.3 La proposition suivante généralise au cas standard un certain nombre de théoremes
dus a Macaulay lorsque m; = mg = -+ = m,, = 1 (voir [J5] 3.9.4 et 3.9.5 pour des
énoncés plus précis).

Proposition 4.3.1.— (Cas générique standard)

Soit v un entier efficace pour la situation définie par les deux suites d’entiers
(mla ma,---, mn) et (dla d2a ) dn)

(i) Les éléments D(f1, fo,- - fn 3 v) et A(fi,fo,--sfn ; v) de A =
k[Uioli € [n], deg,(X*) = d;] ne divisent pas zéro dans A et on a 'égalité

D(flana"'afn; l/):aRGS(fla"'afn)A<f1af2a"'afn; l/)

dans A.
(ii) Soit ¥ une partie de &,, telle que I’application

Y — [n]

o— oa(n)

soit surjective. Lorsque spec (k) est connexe, tout élément a de A qui divise tous les
éléments D(fy1), "+, fo(n) ; V) (0 € ¥) dans A est soit inversible dans A, soit multiple
de *Res(f1, -, fn) par un élément inversible de A. En particulier, dans un sens évident,
lorsque spec (k) est connexe, I’élément “Res(f1,- -, fn) de A est un plus grand commun
diviseur des D(f ; v) (o € X0).

—0

Preuve : Montrons (i). Que D(f ; v) et A(f

—0 —0

; V) ne divisent pas zéro dans A est

un phénomene général : par spécialisation f; — Xidi, on a
D(Xfl/mla te ann/mn ; V) = A<Xf1/m1’ e ’Xgn/mn , V) =1,

et on peut appliquer le lemme de Dedekind - Mertens (cf. [J5] 3.9.3.5). D’apres ce qui
précede et (4.2.11 (ii)), on peut écrire de maniere unique

(4.3.2) D(f1, foy -y fu; v) = H “Res(f1, -+, fn)

dans A, avec pour H un polynome homogene par rapport a I’ensemble des coefficients
de chacun des f;, et indépendant des coefficients de f, . Utilisons les notations

Ti:fi<X1a""Xn—1’0) (iE [n])
“p="Res(f1, fo, -+, fn-1)
m = ppem(my, mao, -+, my).
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Par spécialisation f,, — Xdn/mn - on déduit de (4.3.2) les égalités

D(fl’..-’fn—lan"/mn ; y) = H aReS<f1’...’fn_1’Xgn/mn)
= H aReS<f1’...’fn_l’X;n/mn)dn/m

dppgecd(my,---,mnp)

— H(ap) mppged(my -, my 1) )

ou la deuxieme ligne provient de la propriété de multiplicativité du résultant, et la
troisieme de ([J3] 6.3.9.2 et 6.3.9.3). Autrement dit, on a

d

(133)  D(fi,e fums, Xin ™ 5 v) = H(®p) oot
Pour expliciter la matrice D(fy,---, fn_l,Xff”/ "+ ), nous utiliserons les notations
suivantes

“Mong(n ; v) ={X%a e N", deg,(XY)=veta,=1~{}
“Mons¢(n ; v) ={X%a € N", deg,(X*) =v et oy, >}

pour tout £ € N, ainsi que

Wh = {X“ deg, (X)) = v,i(a) < nyay > dyp/my}
Wa = {X%| deg,(X®) = v,i(a) = n}

(ou, pour simplifier, on a posé i(a) := d — index(X®)).
Avec ces notations, on a
“Mon (n ; v) = *Mong(n ; v)II---IT*Mong,, /m,)—1(n ; v) TW; 1T Wy,
“Monsg, /m, (n; v) = Wi I Ws.

Pour i(a) < n, la ligne de X dans la matrice D(f1,-- -, fn-1, X gn/mn ; v) est formée
des coefficients du polynome

«a di(a)/Mi(a
[X /Xi(c(t)>/ @ fi(a)

= (X“/X?(Z(é‘;)/m“w) [fi(a)(Xl, -+, X,_1)+ termes en X5 avec 3, > 0

tandis que, pour i(a) = n, elle est définie par
(0 o/ Xl = X

Par suite, la matrice D(f1,---, fn—1, Xff”/ " V) est triangulaire supérieure par blocs

de blocs carrés diagonaux
KOa Kla ) Kfa Ty K(dn/mn)—la Lla L2
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indexés respectivement par
“Mong (n ; v),*Mon; (n ; v),---,"“Mong,, jm,)—1 (n; v), W1, Wa.

Dans cette décomposition, on a La = 1y,. Pour 0 < ¢ < i—” — 1, 'entier v — fm,, est
exempt d’inertie par rapport aux deux suites (mq,ma, - - -,rTrLLn_l) et (dy,da, - ,dp-1)
d’apres (4.2.15 (2)) et supérieur ou égal a zéro (écrivant v = aymy + - - - + a,,m,, avec
0 <a; < (d;/m;)—1 pour tout i € [n—1] et a,, € N, on a nécessairement «,, > d,,/m,,
par (4.2.2) (1, (iii)), d’ou v — fm,, > v — a,m, > 0). Par suite,

“Mon (n—1; v—2~¢my)= Rep (d1, --,dp—1; v—~¥lmy)

pour I'ensemble des variables X, X5, -+, X,,_; affectées des poids (mq,ma, -, mpy_1).
Cela étant, la bijection canonique

“Mon (n—1; v—4fmy)=>Mong (n—1; v)
XM X9z X0t s X0 X92 . X0t XY

n—1

permet d’identifier les matrices K, et °D(f, -+, f,,_4 ; v — fm,) par transport de
structure.

De ces considérations résulte 1’égalité

(434) D(fla"'afn—lann/mn ; l/) - dét<L1) H D(?la"'a?n—l ; V_Emn)’

0<e<dn 1
avec, rappelons-le, la convention dét (¢ : ¢ x ¢ — A) = 1.

Par construction, la matrice A(f1,---, fn ; v) ne dépend pas des coefficients de f,,,
d’ou
A(flana"'afn ; l/) = A(fla"'afn—la Xgn/m" ; l/)'
Posant Dody (d ; v) :={X® € Dod (d; v) | a,, = ¢} (£ € N), la matrice

A(f1, fa, -+, fn; V) est donc la sous-matrice carrée de D( f1, fo, - - -,fn_l,Xff”/m"; v)
construite sur la partie

Dod (d ; v) =Dodg (d; v)II--- I Dodg, /m, -1 (d; v) I W,

de “Mon (n ; v). Par rapport a cette partition ordonnée de son ensemble d’indices, elle
est triangulaire supérieure par blocs de blocs carrés diagonaux

Mo, My, -+, Mg, jm,—1, L1
et, pour tout 0 < ¢ < (d,,/m,,) — 1, la bijection canonique
Dod (dla"'adn—l ; V_Emn):) DOdﬁ (dla"'adn ; l/)
X{XGE X e XX XX
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permet par transport de structure d’identifier My et A(fy, -+, f,_1 ; v — my).

On en déduit, par passage aux déterminants, 1’égalité

(435) A(fla"'afn ; l/) - dét(Ll) H A(?la"'a?n—l ; V_Emn)’

dans A.

Cela étant, nous allons prouver 1'égalité de (i) par récurrence sur n. Lorsque n =
1, on a fi = UXfl/ml, et le fait que v soit efficace se traduit en disant que v =
a . _ « di/my |
am; avec a > i—ll ; alors ®“Mon (1 ; v) = {X{ },A(UXll/ ' v) € Matg(A) et
D(UXfl/m1 p V)= Ulixay, d’'ou aussitot I'assertion :

D(UXfl/m1 ; v) =U = “Res (UXfl/ml)A(UXfl/ml ; V).

Supposons donc ’égalité de (i) vraie pour n — 1 > 1 et montrons-la pour n. Soit
n—1

0</¢<(dy,/my)—1. Siv—~_Im, ¢ > Nm,;, alors
i=1

D(fla"'afn—l% V_Emn):A<71a"'a7n—1; V_Emn)zl'

n—1

Si, par contre, v — ¢m,, € > Nm;, alors 'entier v — ¢m,, est efficace par rapport
i=1
aux deux suites (my,mg, -, mpy_1) et (dy,ds,---,d,_1), et Phypothese de récurrence

implique que
D(?la e a?n—l y V— Emn) = apA<71a e a?n—l y V— Emn) da‘ns A

La comparaison de (4.3.4) et (4.3.5) fournit donc ’égalité

(436) D(fla"'afn—lann/mn ; l/) = (ap)xA<fla"'afn ; l/)
avec
n—1
z =#{€)0 < £ < (dn/mn) —1et v—Ltm, € Y Nmj}.
=1

L’équivalence des assertions a) et b) de (4.2.15 ; 2) dans le cas ou v est efficace montre
que 'on a aussi

n—1
(4.3.7) v ={€)0 <L < (dn/my) —1et v—Ltm, €Y Zm;}.

=1
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Posons 7, := (d,/m,). Comme d,, € Zmy + - -+ + Zm,,_1, Papplication

7 LjryL —Z/(Zmy+ - +Zmy_q)

Z— (mpz)”

est un morphisme de groupes bien défini, et I'identification des éléments de {0,1,-- -,
(dn,/my) — 1} & leurs images dans Z/r,Z identifie {0 < ¢ < (d,,/my,) — 1|y — m,, €

n—1 n
S Zm;} an (D). Or v e Y Nm;, donc 7 € Im(w). Par suite, I'entier = est aussi le
i=1 =1

cardinal de 7=1(0), soit

ro/|Tm 7| = 1y, /[pged(ma, - - -, mn—1)/pged(ma, - -+ ,myp)]
dnngd<m1a Ty mn) o dn

mppged(my, -+ myu_1)  ppem(may, pged(my, ma, -+, my_1))

Cela étant, la comparaison de (4.3.3) et (4.3.6) montre que

(“p)*(H = A(fr,++ fn 5 v) =0,
d’ou assertion & montrer, puisque *p ne divise pas zéro dans A ([J3] 6.3.5 (A) (ii)).

La partie (ii) est contenue dans 1’énoncé suivant, analogue de ([J5] 3.9.5.1) et qui se
démontre de méme que (loc cit).

Proposition 4.3.8.— (Cas générique standard).

Supposons donnée une partie ¥ de &, telle que I’application

Y — [n]

o+ oa(n)
soit surjective. Etant donné un entier v € N, les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Les éléments A(f ; v) (v € X) de A sont premiers dans leur ensemble dans les
sens équivalents suivants.

«) Tout élément a de A qui divise les A(f ; v) (0 € X) dans A est inversible dans

B) Le seul idéal monogéne de A contenant I'idéal

I, = ZAA(iU ; V)

ogEY

de A est A tout entier.
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(ii) On a I'inégalité
prof;_(A) > 2.

Autrement dit, notant u et v les applications A-linéaires
uza— (@A(f_; v))ses

v (acr)chE = (aan(f ; V) - a02A<f

L oo Loy ; V))(CH,UQ)GEXEa

la suite
0— AL A> L AZXE
est exacte.

On suppose désormais Il'entier v efficace pour les deux suites d’entiers
(my,ma, -, my) et (dy,ds,--,dy). Soit a un élément de A, dont on note (as)pen les
composantes homogenes pour la N-graduation de la k-algebre A définie par
deg(U; o) = 1 pour tout (i, ). On suppose que a divise tous les déterminants D(Lf i V))oen
dans A. Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(iii) Pour tout ¢ ¢ {0, (Z dl---czi---dn> /x} (ou, rappelons-le, x := myms---my
i=1
/pgcd(my,mao, - -+, my,)), la composante a; est nilpotente dans A.
(iv) La partie U := D(ag) de spec (k) est a la fois ouverte et fermée.

(v) On note V l'ouvert complémentaire de U dans spec (k), muni de sa structure de
schéma (affine) induite par celle de spec (k). En outre, notant w : spec (A) —
spec (k) la projection canonique, on pose

Ay = F(W_I(U),A),AV = F(W_I(V),/Nl),

de sorte que 7 1(U) = spec (Ay), 7 (V) = spec (Ay), et, pour tout y €
A[Xy, -+, X,], on note yy (resp. yy) l'image de y dans Ay[Xy, -, X,]
(resp. Ay [Xy,--+,X,]) par le morphisme de k[Xi,---,X,]-algébre canonique
AlXq, -, Xn] — Aul[Xa, -+, Xy] (resp. Ay [Xi,---,X,]). Avec ces notations,
I’élément ay; de Ay est inversible, et il existe un élément inversible unique £ de
Ay tel que

ay = {"Res (fiv, -, fav)

dans Ay . En particulier, lorsque spec (k) est connexe, I’élément a de A est, soit
inversible dans A, soit multiple de “Res (f1, f2, -, fn) par un élément inversible
de A.

Corollaire 4.3.9.— (Cas standard). Soient { un anneau commutatif, et f; € ([ X1, -+, Xp]a,
(i € [n]). Etant donné un entier v efficace pour les deux suites (my, ma,---,my) et
(dy,ds,---,dy), on a I'égalité

D(flana"'afn; V):aReS (fl’an"'afn)A<f1""afn; V)
dans /.
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Preuve Par spécialisation a partir du cas générique correspondant (4.3.1 (i)).

4.3.10 Nous allons terminer le paragraphe 4 par un exemple générique standard sur un
anneau commutatif k. C’est celui ou

m1:m2:2,m3:3etd1:d2:d3:6.
Avec les notations de 1, on a dans ce cas

§=3x6—(24+243)=11

mi1Mmeoms
= =12,
ngd<m1a ma, m3)

et on vérifie facilement que
{vlo<v <11,v € Nmy + Nmy + Nms} = {1}.

D’apres (4.2.15 ; 1), entier 10 := § — 1 est donc 'unique entier € {0,1,---,11} qui soit
efficace pour les suites m := (2,2,3) et d := (6,6,6).

Les seuls monomes X avec deg,(X“) = 6 sont
X3P, X35, X3, X7 X0, X1 X3,
On peut donc, avec des changements de notations évidents, poser, pour 1 < i < 3,
fi = UiX} + VX3 + WiX3 + L X7 X5 + M, X1 X3,
avec U;, Vi, W;, L;, M;(1 < i < 3) des indéterminées, et
A = klU;, Vi, Wi, Ly, M;|1 < i < 3].
Les monomes X avec deg,(X“) = 10, rangés dans I'ordre lexicographique, sont
X7, X1 X0, X0 X2, X2X5, XPX2, X1 X5, X1 X0 X3, X5, X3X2.

Pour la situation (m,d), les monémes sont tous repus, mais aucun d’entre eux n’est
dodu. Par suite, on a

A(fl,fz,fs ; 10) =1

et (4.3.1 (1)) le résultant anisotrope “Res (f1, f2, f3) est le déterminant de la matrice
9x9
“Mon (3;10) x “Mon (3;10) — A
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ci-dessous
X? Xi{Xe XP?XZ XiX3 XIX7 X1X] X1 XoXZ XS X3X3

X7 Uy Ly M,y %1 Wi 0 0 0 0
X1 X, 0 Uy Ly M,y 0 i Wi 0 0
X3X3 0 0 Uy Ly 0 M, 0 Vi WA
X2X3 U, Lo M, Va Wy 0 0 0 0
X2X2  Us Ls M; Vs Wi 0 0 0 0
X1X3 0 U, Lo M, 0 Va Wy 0 0
X1X2X2 0 Us Ls M; 0 V3 W3 0 0
X3 0 0 U, Ly 0 M, 0 Va Wy
X2X2 0 0 Us Ls 0 M; 0 V3 W3

On peut retrouver ce résultat comme suit. Posant, pour tout i € [3],

= U X0+ ViX§ + WiX$ + LiX{ X2 + M; X1 X3,
on a (2.3.1)
(4.3.11) Res (f{", /3, J3) = “Res (fu, fa, f5)% = "Res (f1, fo, [3)'? .
Par ailleurs, posant, pour tout ¢ € [3],

9i = U; X3} + ViXj + W; X3 + L X1 Xo + M; X1 X3,
la formule de changement de base pour le résultant ([J3] 5.12) montre que
(4.3.12) Res (f#,ff,ff) = Res (g1,92,93)* .
Enfin, posant, pour tout i € [3],

hi = Ui X7 + ViX3 + W; X3+ L X7 Xo + M; X1 X3,
les polynémes h; sont isobares de poids 3 pour la suite de poids (1,1,3) pour
(X1, X3, X3). Pour ces poids, une nouvelle application de (2.3.1) montre que
(4.3.13) Res (91,92, 93) = “Res (hq, ha, hs)®.

Se ramenant au cas ou k = Z, la comparaison de (4.3.11), (4.3.12) et (4.3.13) montre
que
“Res (fl, fg, f3) = +%Res (hl, hg, h3)

Par spécialisation f; — X32(i = 1,2), f3 — X3,, on en déduit
(4314) “Res (fl, fg, fg) = “Res (hl, hg, hg)
On retrouve l'expression déterminantale du premier membre en appliquant (4.3.1 (i))

aux suites m’ := (1,1,3) et d := (3,3,3) et aentier v =5 > 6’ =3x3—(1+1+3) = 4.
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5. Formules de Sylvester et applications

5.1 On se place dans la situation générale décrite en (1.1). Soient 5 = (51,082, -, Fn)
€ N™ et Y= (71’727 e ’f}/n) S N™ tels que

deg, (X?) > deg,(X7) z:mZ

Alors il existe un entier ¢ € [n] tel que 8; > ~; : sinon on aurait §; < ; — 1 pour tout
i € [n], d’on

deg,,( Xﬁ Zmlﬁl < Zmz vi — 1) = deg,(X7) Zmz

Soient p € N et v = (1,72, ++,vn) € N™. Sipu> deg,(X7)—>"" | m;, on déduit
de ce qui précede, par linéarité a partir du cas des monomes, que tout g € C,, peut
s’écrire d’au moins une maniere sous la forme

=1

avec g; € Cpy—m,~, pour tout i € [n].

Soit v € N™. Lorsque min,(d;) > deg,(X7)—> ", m;, on peut donc décomposer
les fi (i € [n]) sous la forme

(5.1.1) fi=) X fi
j=1

avec fi; € Cgq,_m,~,;- Les formules de Cramer montrent que

(512) X;yj dét (fst)lgs,tgn € (flana"'afn)
dans C, donc la classe 0, de dét (fst)1<st<n dans B appartient a
0 _ 770
Hon (B) (5~ a)- deg,(x7) = Ha(Bls- (deg, (x1)-3, m)-

De plus (lemme de Wiebe), comme la suite (X7, -+, X)) de [ X1, - - -, X,,] est réguliere,
cette classe 0., ne dépend pas des décompositions (5.1.1) choisies.

Soit B € N™ tel que v := deg,(X”?) < min;(d;). 1l résulte de ce qu’on vient de
voir que

(5.1.3) sylvg(f) == op41,1,.1) € Hgﬁ(B)g_,,
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On notera que

(5.1.4) sylvo(f) := sylvog..o(f) € Hgﬁ(B)g

n’est autre que 1’élément noté A dans (3.6.3).

Proposition 5.1.5.— Soit 3,3 € N" et v € N tels que
deg, (X?) = deg,(X”) = v < min,(d;).

Alors, notant dgg: le symbole de Kronecker, on a l’égalité

X% sylvy(f) = dp: sylvy(f)

dans Hgp (B)s.

Preuve : a) Si 8 # £, Dégalité deg,(XP) = deg,(X”) montre lexistence d’un
j € [n] tel que B} > B; + 1. Comme XjﬁjJrl divise X?', la relation (5.1.2) appliquée &
v:=0+(1,1,---,1):
i1
Xjﬁ sylvg(f) =0

montre que X7’ sylvs(f) = 0 dans B.

b) Pour définir sylvg(f), on doit choisir des décompositions
41
(5.1.6) fi=> XD
j=1
avec fij € Cq,_m;(s;+1), et alors
sylvg(f) == [dét (fst)i<s,t<n]” dans B.
De (5.1.6) résulte que

fi= Zngij
j=1
avec gi; = Xjﬁj fi;j. Par définition, on a
Syl"o(i) = [dét (gst)1§s,t§n]_ dans B.

La multilinéarité du déterminant par rapport aux colonnes montre alors que

sylvg(f) = [dét (fst)r<s,e<n]”
= Xﬁ[dét (gst)lgs,tgn]_
= X7 sylvo(f)

dans B, d’ou l’assertion.
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5.2 Choisissons, comme en (3.6.1), des décompositions

n

(5.2.1) [i(X) = [iY) =D (X = Vi) (X, Y)

j=1

(i € [n]) dans C ®; C = ¢[X,Y], et décomposons dét (fi;(X,Y))1<i j,<n suivant la
(N x N)-graduation canonique de C' ®, C' :

dét (fl](X Y 1<z,],<n - Z hpq X Y

p,q=>0
p+q=4

avec hpq € Cp ® Cy. On rappelle que
Ve(f; X):= dét (fi;)” € (B¢ B)s

ne dépend pas des décompositions (5.2.1) choisies ; pour tout 0 < v < §, il en est de
meéme donc pour

vB(ia 5 X)V,(;—V = hl/,é—l/(&a X)_

dans B, ®¢ Bs_,. Lorsque v < min;(d;), on a B, = C,, ; écrivant

hos (X, Y) = Y Xu(Y)
deg, (XP)=v

= Z XP @4 qp
deg, (X#)=v

dans C, ®; Cs_,, on en déduit que, pour tout 3 € N tel que deg,(X”?) = v, la classe
qs de gp dans Bs_,, ne dépend pas non plus des décompositions (5.2.1) choisies.

En fait, on a I’énoncé suivant.
Proposition 5.2.2.— Soit v € N tel que v < min;(d;).
(i) Pour tout 3 € N tel que deg,(X?) =v, on a

G5 = sylvg(f) dans Bs—,, .

(ii) La composante homogene de bidegré (v,§ —v) de Vp(f ; X) vérifie I'égalité

Ve(f: Xvsv= > X@ sylvg(f)

deg, (XP)=v
dans B, ®y Bs_, = C, Q¢ Bs_,.
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iii) L’application (3.6.5) 05—, : BY = CY — H3.(B)s_, est telle que
v v f)jt

O5v(u)= > u(X)sylvs(f)

deg, (XP)=v

pour tout u € CY. Autrement dit, notant (X?#)" (deg,(X”) = v) la base duale de
la ¢-base canonique (X?) (deg,(X?) =v) de C,, on a

05—, ((X7)") = sylvg(f)

pour tout 3 € N™ tel que deg,(X”) = v.

Preuve : 1l est clair qu’il suffit de prouver (i), les autres assertions s’en déduisant
formellement & partir des définitions. Si deg,(X?) = v < min;(d;), on peut (5.1.1)

écrire les f; sous la forme
n

fi = ZX]-BJ Jij

j=1

avec gij € Ca—m,(3,+1)- On en déduit, pour tout i € [n], I'égalité

Z X]-Bj+1<gij (X) —g:i5(Y))
HX) - ) ={
X Y g (1)

\ J=l

qui permet d’écrire une décomposition du type (5.2.1), avec f;;(X,Y) de la forme
it 41
XY= > th'Yjﬁ 95;(Y) + XTI (X, Y)
0<t<B;
ou \;j; € C ® C. Pour des raisons évidentes de degrés, le coefficient de X A dans le

développement de dét (f;j)1<i j<n en polynéme en X a coefficients dans ¢[Y] est le
meéme que dans le développement analogue de

dét STOXYPT gi(Y)

0<t<p; 1<i,j<n

=TI > x| dét (95(Y))1<ij<n
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Autrement dit,
qs(Y) = dét (gi;(¥))1<i,j<n,

d’ou 'on déduit aussitot que

qs = sylvg (f) dans B,

par définition de sylvg.

Corollaire 5.2.3.— Supposons que ’application

L sylvg (f) : €—>H8ﬁ(B)5
soit injective (c’est le cas lorsque la suite (fi,fa, -, fn) est réguliere d’apres
(3.6.7) (i) et (1.5.1)). Alors, pour tout entier v < min;(d;), 'application (-linéaire

(3.6.5)
05— = C)) =B} — Hyn(B)s—

est injective.

Preuve : D’apres (5.2.2 (iii)), il s’agit de montrer que les sylvg (f) (deg,(XP) = v)
forment une famille ¢-libre. Soit pour cela une égalité

(5.2.4) Z ag sylvg (f) =0 (ag € 0).

deg, (XP)=v

Multipliant les deux membres de (5.2.4) par un X? avec deg,(X?) = v, on déduit
aussitot de (5.1.5) que

ag sylvg (f) =0 dans H8ﬁ<B)5,

d’ou ag = 0 d’apres I’hypothese faite dans 1'énoncé.

5.2.5 Soit 0 < v < § un entier. Supposons que le -module B, soit libre, nécessairement
de type fini, et choisissons-en une f-base ({1, &2, -+, &s), dont on note (&,&y,---,&)) la
¢-base duale de B)Y. On peut alors écrire de maniére unique

vB(i 5 X)V,(;—V - th Ry Ur
t=1

dans B, ®y Bs_,.
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L’application 6 définie en (3.6.2) étant B-linéaire, on a en particulier que, pour tout

t € [s], le diagramme )

B;/ — HSJI(B)5_V
(th)vl let
0
= Ba/ 2 Hgﬁ(B)g

est commutatif. Autrement dit, pour tout u € B,,, on a

&t (Z U(ft/)ﬁt/) = u(&) sylvo(f)

t'=1

dans Hgﬁ(B)g. Le cas ot u = (&)V fournit 1’égalité

(5.2.6) &y = Ogp sylvy(f) dans H8ﬁ<B)5,

ou dy désigne le symbole de Kronecker.

Notant multy : B ®;, B — B la multiplication de ’anneau B, on en déduit

(5_2.7) mult g (vB<i§ X)V,(s—u) = tz_:lftnt

= dim(B,) sylvo(f)
dans HSJI(B)‘S'

5.2.8 Soit 0 < v < § un entier. Faisons les hypotheses suivantes.

(a) Le -module B, admet une résolution libre finie
0_>Lm_>Lm—1_>"'_>LO_>BV_>0a

ce qui permet de définir sans ambiguité (lemme de Schanuel) son rang

m

rge(By) =Y (1) dimy(L;).

1=0

(b) Le ¢-module H8ﬁ<B)5 est un sous-module d’un /-module libre.

Ces conditions sont notamment réalisées lorsque la suite (f1, f2, -, fn) est réguliere :
pour (a), on prend pour résolution la composante homogene de degré v du complexe
de Koszul Kosz(fy, -+, fn ; C), pour (b), on utilise I'isomorphisme (1.5.1) 75 : £ =
By = Hgﬁ(B)g.

Proposition 5.2.9.— (0 < v < 4). Sous les hypothéses (a) et (b) de (5.2.8), on a
I’égalité

multp (Ve(f; X)vs—v) =19e(By) sylvy(f)
dans Hgy (B)s.
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Preuve : Posons x := multg (Vp) — rge(By) sylvy(f). Pour tout idéal premier p

de ¢ attaché a ¢, le {,-module (B, ), est libre de rang rg;(B,) ([No] th 2 p. 176 : th.
d’Auslander - Buchsbaum). Par localisation, on déduit donc de (5.2.7) que

5.2.10 T 0 dans [H. (B)s pour tout € Atte(l).
1 MATIe

On en conclut que z = 0 par 'argument classique suivant. Plongeons H8ﬁ<B)5 dans un

¢-module ¢ et notons (x;)icr les coordonnées de = dans la base canonique de AN
I'un des z;, soit z;,, n’était pas nul, il existerait un idéal premier o de ¢ minimal parmi
ceux contenant anng(x;,). D’apres ([Du] prop. 2) ou ([No] Ex 4 p. 179), on aurait
o € Atte({), d’ou, par (5.2.10),

Lig
1

=0 dans Lo

Autrement dit, il existerait un y € £ tel que

y € anng(z;,)
y & p,

en contradiction avec l'inclusion de définition o D anng(z;,).

5.2.11 Soit k£ un anneau commutatif. Avec les notations de (1.1), supposons que la suite
(Fy, Fy,- -+, F,) des polynomes homogenes génériques de degrés respectifs (dy,ds, - -+, dy,)
sur k soit réguliere. D’apres (2.2), il en est ainsi dans la situation standard ou, plus
généralement, lorsque les conditions (H1) a) et b) rappelées ci-apres sont vérifiées.

a) Pour tout i € [n], Uentier m; divise tous les d; a 'exception éventuellement de I'un
d’eux.

b) Pour tout 7 € [n], on a : d; € Nmy + Nmgy + - -+ + Nm,,.
Dans ce cas, posant
B = JA[Xy, -, X,/ (Fy, By Fy),
on a

(1—T%)...(1—Td)
(I—=Tm1)... (1 =T™n) |1

g, A (Brg/;én) -
pour tout v € N.

Par spécialisation F; — f;, on déduit alors de (5.2.9) la proposition suivante :
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Proposition 5.2.12.— (0 < v < §). Soit k un anneau commutatif. On suppose
que les suites (my,mao, -+, my) et (di,ds,---,dy,) vérifient la condition explicitée en
(5.2.11). Alors, sous les hypotheéses préliminaires de (1.1) et lorsque ¢ est une k-algébre,
on a l’égalité suivante dans By :

mU.ltB<vB<i ; X)V,é—l/) =Ty SylvO(i)’

avec
<1 _le)...<]_ _Tdn)

(=Tm) (=T g

r, =

5.3 Toujours sous les hypothéses préliminaires de (1.1), supposons de plus que
(5.3.1) m; divise d; pour tout i € [n]

Dans cette situation, nous utiliserons librement la terminologie et les notations intro-
duites en (4.2). En particulier, pour tout 8 € N™ qui est d-repu, on note () le d-index
de 3

En outre, pour tout ¢ € N, on note
Nonrep (d ; t) := “Mon(n ; t)\ Rep (d ; t).

[Bien que les notations de mondémes d-repus, d-dodus dépendent de la suite m =
(my,ma,---,my), nous ne la faisons pas figurer dans les notations, car cela ne saurait
créer de confusion. Par contre, ayant parfois, dans les démonstrations, a considérer la
graduation usuelle sur les mondmes, nous faisons bien la distinction entre Mon (n ; t)
et “Mon (n ; t), le premier correspondant a la graduation usuelle deg (X;) = 1(i € [n])
et le deuxieme & la graduation deg, (X;) = m;(i € [n])].

Soit 0 < v < 4. On suppose que

(5.3.2) {a) v < miny(d;),

b)d —veNmy+---+Nm,y, ie. *Mon (n; § —v) # ¢ .

Pour tout 3 € “Mon (n ; v), choisissons un relevement noté Sylv(f) de sylvg(f) (5.1.3)
dans C (par exemple Sylv;(f) = ¢g(X) avec les notations de 5.2.2).

On définit comme suit une matrice
(5.3.3) “O,(f) : “Mon (n; 6 —v)x“Mon (n; 6§ —v) — L
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Pour tout § € *Mon (n; 6 —v), on a dans C

> “@,(f) (X7, X)X :=

deg,(X*)=6—v

i(B)
SYIW (4, fmy— 1~ 1, fmo—Ba—1,d fmn—Bn—1) () lorsque B € Nonrep (d; 6 —v) .

Cela étant, on pose

{ [Xﬁ/X.di(B)/mi(B)]fi(ﬁ) lorsque 3 € Rep (d; § —v)

(5.3.4) “0,(f) = dét (“©,(f)) € L.

5.3.5 Nous utiliserons surtout ces constructions dans la situation générique sur un
anneau commutatif k. Supposant dans ce cas faits des choix

(:L@Igj;én — CL@V Z UiaXa
dega(Xa):di

1O = dét (“OF™M),

1<i<n
on en déduit, chaque fois que ¢ est une k-algebre, des choix pour “@,(f), *0,(f) par
spécialisation (k-linéaire)
A= kUi € [n], dog,(X) = di] — ¢
Uia — Uiy

5.3.6. Si“Mon(n;v) = (), 'élément “6, ( f) est uniquement déterminé. Lorsque “Mon(n;v) #
0, indiquons comment il dépend du choix des relevements Sylvs(f) des sylvg(f). Soient

(Sylvg(f))s et (Sylvg(f)')s deux choix auxquels sont associés *0,(f) et “0,(f)". Alors
(5.3.7) X7(%0,(f) =*0,(f)) =0Vy €*Mon(n;6 —v) dans B.

Autrement dit, posant a :=* 6, (f) —*0,(f) € ¢, on a

(5.3.7) aBs_, =0 .

Il suffit pour le voir de supposer que sylvs(f) = sylvg(f)" pour tous les X8 €2 Mon(n; v)
a I'exception d’un seul, soit X%. Alors

“00(f) = 0, (f)" = det(- - sylvg, (f) — sylvg, (), ),
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ou les lignes de la matrice du deuxieme membre sont figurées par des polynomes, ap-
partenant tous a (f1, f2, -+, fn) C C, dont elles représentent les coefficients. L’égalité
(5.3.7) résulte alors aussitot des formules de Cramer. Soit X°? €% Mon(n;v) # 0.
Comme sylv,(f) € Bs—,, on déduit de (5.3.7)" que

asylvg(f) =0.
Multipliant les deux membres de cette égalité par X°, il résulte alors de (5.1.5) que
asylvg(f) =0 dans B .

En particulier, cela montre que “0,,(f) ne dépend pas des choiz faits lorsque ’application
(-linéaire
75 : L — Hgy (B)s

1= sylvo(f)

est injective. C’est le cas lorsque la suite (f1, fa, -+, fn) est réguliere, en particulier
dans le cas générique standard ou semi-standard sur un anneau commutatif k, ou plus

généralement lorsque la condition (H;) de (2.2.B) est satisfaite. Lorsque, pour m,d
données vérifiant (5.3.1), la suite ( lgen’ cee §en) générique correspondante sur Z est

réguliere, on peut en général normaliser les choix faits, et obtenir une notion intrinseque,
par spécialisation a partir du cas générique sur Z.

Exemple 5.3.8 La suite (f1, fo, -, fn) = (Xfl/ml, . -,Xg”/m”) est réguliere dans
C, donc CL@,,(Xfl/ml, i -,Xff”/m”) ne dépend pas du choix des Sylvg(f). Comme

Sylvﬁ<i) _ [X§d1/m1)—1—51 . .Xfldn/mn)—l—ﬁn]—’
on peut prendre
Sylvy(f) = X /M= (/) =100
pour tout 8 € “Mon(n ; v). Pour ce choix, @, = Iyion(n ; 5—v), donc
a®y<Xiil/m1,X32/m2’ cee Xgn/mn) = ]_

dans C.

5.3.9 Par définition de 0, (f), il résulte des formules de Cramer appliquées & la matrice
“©,(f) que

X7 20,(f) € ((fi)1<i<ns (SyIvs(f))peamon(n ; v)) C C,
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donc que
(5.3.10) X7 20,(f) € Hyy(B)s—v
pour tout B € “Mon(n ; § —v).

En particulier, lorsque
6 —ve€NmiNNmonN---NNm,y,,

le déterminant “©,(f) est une forme d’inertie de degré zéro pour l'idéal (f1, fa,-- -, fn)
de C.

C’est aussi le cas en situation générique standard ou méme semi-standard sur un
anneau commutatif k, puisqu’alors

Hy(B) = HY,(B) Vi€ [n]

d’apres ([J3] 4.2.1 et 6.3.10.2). Par spécialisation, on en déduit que c’est vrai aussi
en situation standard ou semi-standard non nécessairement générique, a condition de
définir “©, (f) par spécialisation a partir de choix génériques pour les polynomes Sylvg,
comme suggéré a la fin de (5.3.6).

Proposition 5.3.11.— On se place dans la situation générique standard sur un an-
neau commutatif k. En particulier,

m := ppem(my,mg,---,my) divise d = pged(dy,da,---,dy,).

On se fixe un entier v < min,(d;), tel que m divise v. Alors :

1) 6 —v € Nmy + Nmgy + - -+ + Nm,,.

2) On peut définir sans ambiguité (5.3.6) I'élément “©,(f), et les assertions suivantes
sont vérifiées.

(i) 1I existe un unique scalaire c,(f) € A tel que

a®u<f) = Cl/(f) “Res (flana o 'afn)

dans A.

(ii) Par spécialisation f; — X/™  on obtient

ey (X /M Xdn/may =1 dans k.

En particulier, I’élément ¢, (f) ne divise pas zéro dans A.

(iii) Pour tout i € [n], I'élément c,(f) de A est homogéne par rapport a I'ensemble
des coefficients de f;. Il ne dépend pas des coefficients de f,, autrement dit est homogéne
de degré zéro par rapport a I’ensemble de ces derniers.
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Preuve : Montrons 1). 1l est clair que pged(my,---,my,)|d — v. Utilisant le théoréme
de Brauer (4.1.1), l'assertion résultera alors de 'inégalité

n—1
(5.3.12) §—v>mn—1m—> m
=1

que nous allons vérifier. Par hypothese, il existe des entiers r; > 1 tels que d; = m,m (i €
[n]), et 'on a v < min;(d;) = [min;(r;)]m, d’ott, comme m divise v,

v < [min;(r;) — 1]m.

On en déduit la succession d’égalité et d’inégalités

> (im) — min;(r;) + 1 m—Zmi
L \i=1 i=1
B n n—1

> (Z ri> — ming(r;) | m— Z m;,
L \i=1 i=1

la derniere provenant de ce que m,, < m. Alors (5.3.12) résulte de 'inégalité, immédiate
puisque r; > 1 pour tout i € [n],

(Z 7“1-) — min;(r;) >n— 1.

Montrons 2). Tout d’abord (5.3.9), “©,(f) est une forme d’inertie de degré 0 pour
l'idéal (f1, fa, -+, fn) de C. Ceci montre ([J3] 6.3.5 (A) (i)) 'existence d’un élément
¢, (f) comme en (i) ; son unicité provient de ce que “Res(f1, fo, -, fn) ne divise pas

zéro dans A ([J3] 6.3.5 (A) (ii)). Montrons (ii). On a

(5.3.8) 9@, (XH/m L X mny =
“Res (XI/m1 L. Xdn/may =1 (1J3]6.3.5(A)(i))

dans k, d’ou I'égalité de (ii) par comparaison avec la relation de définition de c,(f). On
en déduit que ¢, (f) ne divise pas zéro dans A par application du lemme de Dedekind-
Mertens. Montrons (iii). Le seul point délicat est de vérifier que ¢, (f) ne dépend pas

des coefficients de f,,. Par construction, le degré de “©,(f) par rapport aux coefficients

de f, est le nombre de solutions (ay, s, -, a,) dans Z™ du systéme

aimy + agma + -+ apmp =0 — v
(I) 0 <a; <(d;j/m;) — 1 pour tout i € [n — 1]
oy > 0.
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Par ailleurs ([J3] preuve de 6.3.10), ’élément “Res (f1, fa,- -+, fn) a pour degré par rap-
port aux coefficients de f,, le nombre de solutions (a, e, -, ay) dans Z™ du systéme

(11) aimi + aomo + -+ apymy, =0
0 < a; <(d;j/m;)—1 pour tout i € [n — 1] .
Comme m,,|v, il existe ¢ € Z tel que d,, — m,, — v = cm,,. Par substitution

a;— (di/m; —1)—a; (i€[n—1))

Q, — C— Qy

on voit que le nombre de solutions de (II) dans Z" est égal au nombre de solutions
(1,2, , ) € Z™ du systeme

(I7')

army + agmg + -+ iy, =0 — v
0<a; <(dij/m; —1) pourtout i€ [n—1].

On aura donc terminé si on vérifie que toute solution de (I1”) est telle que «, > 0. Pour
une telle solution, on a immédiatement

n—1
My =0 — U — (Z aimi>

i=1
n—1 d

>§—v— — —1)my

>0—v ;(ml )m

>d,—m, —V.

Par ailleurs, comme m divise v et v < d,,, on voit que v < d,, — m. D’autre part, il est
clair que m,, < m, d’ou
dp —mp —v>m—m, >0,

ce qui acheve la démonstration (se placer sur Z, puis spécialiser).

Corollaire 5.3.13.— (Situation générique standard sur un anneau commutatif k)

On se place sous les hypothéses de (5.3.11). Soit ¥ une partie de S,, telle que
lapplication
X — [n]

o+ oa(n)

soit surjective. Alors, avec des notations et dans un sens évidentes, on a

a) ngdJGE Cy (ig) = ]-a
b) ngdUGE CL@V (ig) = “Res (flana"'afn)
dans A .
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Preuve : Une fois connues les assertions de (5.3.11), il suffit de paraphraser la preuve
de ([J5] 3.10.16 (ii)).

5.3.14 Restant pour le moment en situation générique standard sur un anneau commu-

tatif k, il peut arriver, pour certaines valeurs des suites (m1,mo, - -+, my,) et (dy,do, -+, dy)
et de Pentier v < min;(d;), que le polynome “©, (f) ait méme degré total (par rap-
port & 'ensemble des coefficients de tous les f;) que “Res (f1, f2, -+, fn). Dans ce cas,

utilisant (5.3.8) et la fin de (5.3.9), on voit que

CL@V (f) = “Res (flana Ty fn)

De telles situations se rencontrent surtout dans le cas isotrope, ou m; = 1 pour tout
i € [n]. Ainsi, pour n = 3 et m; = ma = mgz = 1, une liste exhaustive en est donnée
([J5] 3.10.22) & permutation des indices pres par :

a) dy =dy=dsz =1 v=t—1,t—2 (sit22pourle2éme)
b) (dl,dg,dg) = (t,t,t+1) v=t—1
C) (dl,dg,d3)2<t,t+1,t+1) v=t-—1.

Voici un autre cas ou cela se produit.

Proposition 5.3.15.— En situation générique (standard) sur un anneau commutatif
k, supposons que n =4 et

ou d est un entier > 2. Alors on a les égalités

CL@d—l(fla f2a f3a f4) - CL@d—Q(fla f2a f3’ f4)
= “Res (fla f2a f3a f4)

dans A = k[U;o|1 <i <4, deg,(X%) =d|.

Preuve : Avec les notations de (1.1), on a : 6 = 3d — 3,

mi1moimsiny
X = =d,
pged(my, ma, ms, my)

deg tot “Res (f1, fa, f3, f1) =
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Soit 0 < v < d. Le degré total de “©, (f) est

4| Nonrep (d; 6 —v)[+ [ Rep (d; 6 —v)| .

Nonrep (d ; 0 —v)

4
={(a1,02,a3,a4) € N4|Zozi =0—vet0<ag,ayas <d—1a4 =0}
i=1

Posant 5; =d — 1 — «; (1 <i<3), on voit que

Nonrep (d; § —v)

~ {(B1,B2,83) EN*|B1+ B+ B3 =vet0< fy,0,0 <d—1}
= Mon (3 ; v),

la derniere égalité provenant de ce que, par hypothese, v < d. Par suite,

(5.3.16) | Nonrep (d; § —v)| = (V ; 2) (v < d)

Dans la suite, pour tout ¢ € N, on note Mon (3 ; ¢) ’ensemble des monomes de degré ¢
(pour la graduation usuelle deg (X;) = 1) en les variables X7, X5, X3.

Lorsque v =d—1,ona: 6 —v =2d—2. Il est clair que Dod (d ; 2d —2) = ¢, d’ou
Rep (d 5 2d —2)

= X{ Mon (3; d—2) HXg Mon (3 ; d—2) HXg Mon (3 ; d—2) HX4 Mon (3 ; d—2),

et par suite
e (2 2d-2) =1 ().

De méme, pour v = d — 2, donc § — v = 2d — 1, I’égalité Dod (d ; 2d — 1) = () montre
que

Rep (d; 2d — 1)
= X< Mon (3 ; d—l)HXg’ Mon (3 ; d—l)HXg’ Mon (3 ; d—l)HX4 Mon (3 ; d—1),

et par suite

ey (& 20-1) =4 (T 1)
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Comparant avec (5.3.16), on en déduit que, pour v =d —1,d — 2, on a

deg tot “©, (i):‘l(g) +4(d;1> = 4d°
= deg tot “Res (f1, f2, f3, f4)-

D’ou la conclusion en utilisant (5.3.14).

5.3.17 L’intérét de la proposition 5.3.15 provient des considérations géométriques suiv-
antes.

Soient n un entier > 1 et k un corps, disons algébriquement clos. Supposons donnés
n + 1 polynémes f; € k[Xy, -+, X,] (1 <i < n+ 1) homogenes de méme degré d > 1
(pour la graduation usuelle deg (X;) = 1 pour tout j € [n]). Lorsque les f; (i € [n+1])
n’ont aucun zéro commun dans k™ \ 0, ils définissent un morphisme de k-schémas

Y P,?_l — P
(xla "'axn)_ — (fl(&)afé(&)a"'afn+1<£))_

dont on note Z I'image schématique, qui est donc un sous-schéma fermé et integre de
Pp. De plus, on a Z # P} pour des raisons de dimension.

Soit (t1,t2,--,tns1) € K"\ 0. Le point & := (t1,t2, -, tn41)” de Pl appartient
a Z si et seulement s’il existe (x1,x9, -, z,) € k™ \ 0 et 2,41 € k\ 0 tels que

(5.3.18) filxy, o, -+, xpy) — tixpey = 0 pour tout i € [n + 1].

En fait, toute suite (21,22, -+, Zn, Tnr1) € k"1 \ 0 et satisfaisant aux égalités (5.3.18)
est telle que (z1,x2, -, x,) # 0, et 41 # 0. Montrons-le. Si (z1,x2, -, x,) =0, il
résulte de (5.3.18) que t;z,.1 = 0 pour tout i, donc x,,+1; = 0 puisque I'un des ¢; n’est
pas nul. Si x, 1 = 0, les égalités (5.3.18) s’écrivent f;(x1,zo, -+, z,) = 0 et impliquent

(r1, T2, -+, x,) =0 d’aprés 'hypothese faite sur les f;.

Affectant les indéterminées X;, Xo, -+, X,,, X141 des poids my = mgy = -+ =
m, = 1 et m,4+1 = d, de sorte que les polynomes

fi( X, Xoy -, X)) — T3 Xpq1 € KT, -+, Taa) [ X, Xoy ooy Xt ]
deviennent isobares de poids d en les X;, posons
h(T1, -+, Toy1) = “Res(fi = T1Xoq1, s forr — Tup1 Xny1) € K[T1, To, - -+, Thya ]
Avec cette notation, la discussion qui précede montre que, ensemblistement,
Z ={(t1,ta, -, tnt1)” € P|h(t1,t2, -, tnt1) = 0}.

77



THE ELECTRONIC JOURNAL OF COMBINATORICS 3 (2) (1996), #R2 78

Bien entendu, cela suggere que le polynéme h est homogene par rapport a I’ensemble
des variables 711,75, ---, T, +1 affectés du degré 1, ce que nous allons vérifier. D’apres
([J3] 6.3.9.4 d) (voir Errata), en situation générique standard définie par deux suites
(my,ma,---,my) et (dy,da,---,d,), le résultant anisotrope devient isobare de poids

dids -+~ d,

XMy

lorsqu’on affecte chaque U;,, du poids «,,. Dans la situation spécialisée qui nous intéresse,
I’entier n est remplacé par n + 1, et le seul monoéme divisible par X,,1; du support de
fi—T; X 41 est X, 11, affecté du coefficient —7T;. Par suite, le polynome h est homogene
de degré

didy -y _ A

XMpy1  dxd )

L’hypersurface Y : h =0 de PJ est donc de degré d"~* et telle que Z = Y™ donc
dim (Z) =n—1.

Par ailleurs, notant D le degré du morphisme ¢, bien défini par ce qui précede, une
application des théoremes de Bertini que nous allons expliciter montre que

(5.3.19) deg (Z2) =d"'/D.

Il en résulte que h est la puissance DeMe Qrun polynome irréductible H de degré

(d"=1)/D.

Montrons (5.3.19). Etant données n — 1 formes linéaires générales ¢1, 0o, -, 0, _1,

soient
n+1

U = Z w15,
i—1

posons A = V(ly,0y,---,¢,_1) C P. Par Bertini, le schéma Z N A est fini et réduit,
et le schéma = 1(Z N A) est fini et localement libre de degré D sur Z N A. Par ailleurs,
il résulte du théoreme de Bezout que

n+1

pH(ZNA)=V (Z ujifill <j<n-— 1)
i=1

a pour degré d"~! dans P,?_l d’ot;, comme annoncé,

_ deg [~ H(Z N A) B dn—1
ZAA| = _ -

Lorsque ¢ est un plongement, on a D = 1, et I’équation de Z dans P}’ est h = 0,
avec, rappelons-le,

h(T1, T, -, Thy1) = “Res(fi — T1Xng1, -5 farr — Thr1 Xng1).
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En particulier, lorsque n = 3 et ¢ est un plongement la proposition (5.3.15) fournit
explicitement h comme spécialisation d’un polynome a coefficients dans Z.

5.3.20 Un autre cas, cette fois-ci seulement semi-standard, ou l'on peut, grace aux
considérations de (5.3.9), donner une expression polynomiale explicite pour le résultant
anisotrope est le suivant.

On prend n =4 et, étant donné un entier d > 2, on prend pour suites

=(1,1,1,d - 1)

m
d=(d,d—1,d—1,d—1).

Dans cette situation, on a

0=3d—5ety = M2 =d-—1.
pged(my, ma, ms3, my)

Il est immédiat que les conditions (H;), (H2), (Hs) rappelées en 2.2.B) sont réalisées.
En outre, pour toute suite (4, j, s) d’entiers compris entre 1 et 4, on a

ds € ppem(mi, m;) Z Nmy.
1<6<4

Par suite ([J3] 6.3.10.8 et 6.3.10.10), le résultant en situation générique sur Z est absol-
ument irréductible, et on peut le normaliser de sorte que

“Res (X{, X371 X1 X,) =1 dans Z.

Pour tout anneau commutatif £, posant “Res := 7 Res, on a, en situation générique
sur k,

A = H8ﬁ<B)0 = (“Res (f1, f2, f3, f4))
dans A. Enfin, le degré total du résultant est

_1)3 2
deg tot “Res (f1, f2, [3, f1) = (d—1) -|—X3d(d 1)

= (d—1)(4d — 1).

D’apres (5.3.9), pour tout ¥ < min;(d;) = d — 1, 'élément 0, (f) est une forme

d’inertie de degré O pour I'idéal (f1, f2, f3, f1) de C, donc il existe un (unique) ¢, (f) € A
tel que

O, (f) = c (f) “Res (f1, f2, f3, [4)

dans A. Nous allons montrer que
deg tot “O4-2 (f) = (d—1)(4d —1).
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Il en résultera que ¢, (f) €k, d'olt ¢, (f) = 1 par spécialisation f; Xidi/mi (utiliser
(5.3.8)). D’ou I'égalité

(5321) a@d_2 (i) = “Res (fl, fg, f3, f4) dans A .
Vérifions le. Par définition de “©y4_5 (f), on a
(5.3.22) deg tot “©4_2 (f) = 4| Nonrep (d ; 2d —3)| + | Rep (d; 2d — 3)|.

Explicitons le deuxieme membre. Tout d’abord,

Nonrep (d ; 2d — 3)

(a1, 00,a3,04) €EN* oy + g+ a3+ (d—1)ay =2d — 3
o1 <d—1; as,a3<d—2; au=0]"~

soit, par la substitution 5y =d—-1—a1,82 =d—2 —a9,[83 =d — 2 — as,

~{(B1,B2,B3) EN*|B1+Ba+Bs=d—2; B1<d—1; a<d—2; f3<d—2}
= Mon (3 ; d—2).

D’ou
d
(5.3.23) | Nonrep (d ; 2d — 3)| = (2>

Par ailleurs, il est clair que Dod (d ; 2d — 3) = (), d’ou
Rep (d ; 2d —3)

= X{ Mon (3; d—3) ]_[Xg_1 Mon (3 ; d—2) ]_[Xg_1 Mon (3 ; d—2) HX4 Mon (3 ; d—2).

Par suite,

(5.3.24) | Rep (d ; 2d—3)|:(d;1>+3(g>

Par comparaison de (5.3.22), (5.3.23) et (5.3.24), on en déduit bien que

deg tot “Oq_2 (f) = () ( )

T qa s (d—2) = (d—1)dd - 1)

comme annonce.
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5.3.25 Un exemple d’application de (5.3.21) est le suivant. Soient k un corps algébriquement
clos, d un entier > 2, et f,g,h € k[X,Y, Z] trois polynémes homogenes (au sens usuel)
de degré d de la forme

f=up+2ZF
g=vp+ 272G
h=wp+ ZH

avec ¢ € k[X,Y|q, F,G,H € k[X,Y, Z]a—1 et u,v,w € k. Alors (f,g,h) C (Z, ) dans
k[X,Y,Z) et les courbes

'y : f=0TIy,:9g=01TI, : h=0
ont en commun a l'infini
- les (z,y,0)~ tels que p(z,y) = 0 si (u,v,w) # (0,0,0)
- la droite a l'infini si u = v = w = 0.

Lorsque (u,v,w) # (0,0,0), on peut chercher des conditions nécessaires, et dans
une certaine mesure suffisantes, pour que les courbes I'y,I';,I';, aient en commun un
point “a distance finie” (g, yo,20) ", autrement dit tel que zo # 0. Si tel est le cas,

posant tg = Lp(%f"’), le quadruplet (o, yo, 20, to) vérifie le systeme

¢(70,Y0) —tozo =0
F(xo,y0,20) +utg =0
G(xo,Y0,20) + vtg =0
H(zg,y0,20) + wtog =0

dans k%, et, bien stir, (29, yo, 20, t0) # 0 puisque (2o, yo, 2z0) # 0. Munissons I'indéterminée
T du poids d — 1 et, comme de juste, X,Y,Z du poids 1. Avec ces poids, le systeme
précédent peut s’interpréter en disant que (zg, Yo, 20,to)” est une solution du systéme

o(r,y) —tz=10
F(z,y,z)+ut=0
G(z,y,2) +vt=0
H(z,y,z) +wt=0

(1)

dans “P3(z,y, z,t). Par suite, si I's, 'y, ont un point commun & distance finie, on a
I’égalité
“Res (0 —TZ, F +uT,G +vT,H + wT) = 0 dans k,

soit, d’apres (5.3.21)
(5.3.26) “Oqg_2 (¢ —TZ,F+uT,G+vT,H+wT)=0
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dans k, ou le premier membre est un polynoéme explicite a coefficients dans Z en u, v, w
et les coefficients des polynomes F, G, H.

Pour préciser dans quelle mesure (5.3.26) est une condition suffisante pour que
I'y,I'y, 'y, aient un point commun a distance finie, introduisons le systeme

p(z,y) =0
F(z,y,0)+ut=0
G(z,y,0) +vt =0
H(z,y,0) +wt=0

(I1)

dans *P2(x,y,t) déduit de (I) par “spécialisation z — 0”.

Avec ces notations, on peut formuler I’énoncé suivant.

Proposition 5.3.27.— Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Ona“®©y4 9 (¢ —TZ, F+uT,G+vT,H + wT) =0 dans k.
(ii) Le systéme (I) a une solution dans “P2(x,y, z,t).

(iii) L’une des condition suivantes est réalisée.
a) Les courbes I'z,I';, I';, ont un point en commun a distance finie.

b) Le systeme (II) a une solution dans “P?(z,y,t).

Preuve : L’équivalence de (i) et (ii) résulte de (5.3.21). Que (iii) a) implique (ii) résulte
de la discussion précédente. Si (xg,yo,%o)” est une solution de (II) dans * P?(z, y, t) alors
(70,%0,0,t0)” est une solution de (I) dans *P?(x,y, 2,t), d’ou (iii) b) = (ii). Montrons
(ii) = (iii). Soit (zo, Yo, 20, to)” une solution de (I) dans *P(xz,y, z,t). Si zo = 0, il est
clair que (zo, yo,to)~ est une solution de (II) dans *P?(z,y,t), d’ou (iii) b). Si zg # 0,
on voit aussitot (multiplier les deux membres des 3 dernieres équations de (/) par z,
et tenir compte de la premiere) que (xg, 30, 20)~ est un point commun a distance finie
pour I'y, I'y, I',, d’otut (iii) a).

Corollaire 5.3.28.— Lorsque le systéme (II) n’a pas de solution dans “PZ(z,y,t), la
condition
“Qq o (¢p—TZ F+ul,G+vI,H+wT)=0

est nécessaire et suffisante pour que les courbes I'y,I'y,I'yalent un point commun a
distance finie dans P?.
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Un exemple simple de telles considérations est le suivant, dans lequel le résultant
anisotrope est un résultant ordinaire.

Soient k£ un corps algébriquement clos, de caractéristique # 2 pour simplifier, et

Cu : fu = w(@?+y?) + zluxr+ugy+uzz) =0
Cy : fo = vo(z® +9?) + z(viz+uvy+wvzz) =0
Co + fu = wo(*+9*) + z(wiz+wy+wsz) =0

les équations de trois “cercles-droites” dans P?.

Posons
by == w1 X +uY +usZ +ugT € k[Xa Y, Z’T]l’

et définissons de maniere analogue /¢,,,/¢,,. Notons Ag, A1, Ay et Ag les déterminants
définis par ’égalité

Xo X1 X2 X3
() Ul us us
Yo V1 V2 U3
Wy Wq W9 W3

= XoAo + X1A1 + XoAo + X3A3

dans k[Xo, X1, X2, X3]. Avec ces notations, on a ([J3] 5.8, 5.4.4)

Res (X2 +Y2—TZ, 0y, by, L)
= Res (luy, Ly, b, X>+Y? ~TZ) (le premier degré est pair)
= AT+ A2 — ApAs.
D’apres (5.3.27), la condition A? + A2 — AgAz = 0 exprime que
- ou bien les “cercles-droites” C,,, C,,C,, ont un point commun a distance finie,
- ou bien le systeme
22 +y* =0
u1r + ugy + upt = 0
(S) _
V11 + vy + vt = 0
wix + woy + wot =0
a une solution dans &3\ 0.
Lorsque, comme il se doit, on suppose (u,,vg,wy) # (0,0,0) alors une solution
(0, Yo,to) # 0 de (S) est telle que (xg,yo) # 0, donc il existe A € k* tel que (zg,yg) =
A(i, 1) ou A\(—i,1) avec i% = —1.
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Lorsque, par exemple, les courbes C,,, C,, C,, sont de “vrais cercles”, on se ramene
au cas ol ug = vg = wo = 1 et il résulte de (S) que,

Soit U1t 4+ ug = V11 + Vo = Wit + Wwo
soit — w1t + us = —v1t + v = —wit + wo .

Lorsque k£ = C et les équations sont a coefficients réels avec ug = vg = wg = 1, le
systeme (S) ne peut avoir de solution que si u; = v1 = w1 et us = v = wq, autrement
dit que si les cercles C,,, C,,, C,, sont concentriques.

Pour trois cercles réels non concentriques, la condition A% + A2 = AgAjz équivaut
donc a 'existence d’un point commun a distance finie.

5.3.29 Nous allons préciser ce qui précede en montrant que, en général, le polynome
Res (¢p —TZ,F +uT,G + vT,H + wT) est irréductible. Pour cela, nous allons nous
placer dans une situation un peu plus générale, dans laquelle nous allons développer
une théorie d’élimination réduite.

Soient n un entier > 1, X1, Xo, -+, X,, des indéterminées de degrés m; = 1(i €
[n]), k un anneau commutatif et ¢ € k[Xq, Xs, -+, X,]q un polynéme homogene de
degré d > 2. Introduisons de nouvelles indéterminées V; (1 < i < n) et U (1 < i <
n,|al =d—1), et posons

A:k[Uza<Z€ [TL],|OZ| :d_]-) ; ‘/la‘/QaaVn]
C=A[X,Xs, -+, X,] (deg X; = 1 pour tout 1)

fi=Xn| D UiaX®|+Vie
la|=d—1

gi = Z Uin X

|a|=d—1

BZC/(flana"'afn) .
Dans P}~ ' = Proj (C), on a I'inclusion schématique

V((Xn,¢)) CV((f1,--, fn)) = Proj (B),

et on se propose de déterminer I'image fermée du morphisme de projection canonique
W = Proj (B)\V(Xn,p) — spec (A)

définie par I’idéal
b :=[Hlx, ,)(B)lo-
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dans A.

Remarquons tout d’abord qu’on a un isomorphisme de k[U;,(i € [n],|a| = d —
1)] [X1, X2, -, X, ]-algebres

By, = k[(Uia) (i € [n], o] = d = D)][X1, -+, Xul,
Vi —p ' X0 (i € [n])

qui montre que X,, ne divise pas zéro dans B, donc que B, C Bx, ,. Il en résulte

H? B):= Ker (can : B — Bx, X B
(5.3.30) ) (B) ) ( 2
= H, (B)
dans B, et en particulier
(5.3.31) b=HS (B) -

Introduisons maintenant une nouvelle indéterminée X, .1 affectée du poids my,41 =
d — 1, et posons

F, .= Z Uia X | +ViXpi1 = gi + ViXny1 (i € [n])

|la|=d—1
aeN"

V=9 — XpnXnt
dans A[X1, X, -, Xp+1]a—1 et k[X1, Xo, -+, X},4+1]a respectivement, ainsi que

D::A[XlaXQa"'aXn-‘r-l]/(,lvbaFlaFQa"'aFn)

et
M - (XlaXQa o '7Xn+1) C A[X17X27 e 7Xn+1]'

Les morphismes de A[X71,- -, X,,|-algebres

Ao DXn - BXn
Xn+1 — SD/Xn
uw : Bx, — Dgx, canonique

(dans Dy, ,ona: X,11 = ¢/X, car ¢ = 0) sont inverses I'un de I’autre. En particulier,
on a

(5.3.32) b=HS (D).

Les polynémes Fy, Fy, -+, F,, € A[Xy, -, X, Xp1] sont génériques de leurs poids (=
d—1) sur k ; par suite (2.3.3), la suite (F, Fy, - - -, F},) est réguliere dans A[ X7, - -, Xp41].
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Par ailleurs, on a pour tout i € [n]  un  isomorphisme de
k[‘/la T Vna Xla X2a R Xn+1]—algébres

(5.3.33)  [A[X1, , Xon]/(F1, P, Fy)x,

:k’)[U]CJXa?éX;i_l ; ‘/vla‘/QaaVn][XlaXQaaXn—‘rl]Xl
U; st X #£ X!
Uja — _Xil_d <V;.Xn+1 + ZXa#Xfi_l UjaXCY) si X = X;i—l

et de méme un isomorphisme de k[U;4|i € [n], |a] = d — 1][ X1, Xa, -+, Xp41]-algebres

(5.3.34)  [A[X1,--, Xnu]/(F1, Fo, - F)lx

n+1
SklUiali € [n), Ja| =d —1][Xy, X, -+, Xpia]x

‘/;- — _gi/Xn+1 (Z € [TL])

Au vu de ces isomorphimes, le lemme de Dedekind-Mertens montre que v :=
¢ — XpXn+1 ne divise pas zéro dans les anneaux [A[Xy, -+, Xpy1]/(F1, -+, F)lx,
(1 <7< n+1). On en déduit d’abord que (Fi,Fs, -, F,,1) est réguliere dans
A[X1,- -+, Xpt1] en dehors de V (M), puis réguliere dans n’importe quel ordre d’apres
(1.5.1).

n+1

Supposons que (X, ) soit une suite réguliere de k[X1,---, X,] autrement dit que
¢ = (X1, -+, Xn-1,0) ne divise pas zéro dans k[X1, X, -+, X,,—1]. Alors, pour
raison d’homogénéité, la suite (i, X,,) est aussi réguliere, donc ¢ ne divise pas zéro
dans k[X1, -+, X,]. De plus, nous allons voir que, pour tout i € [n + 1], I’élément X;
n’est pas diviseur de zéro dans

R = k’[Xl, . ',Xn+1]/<g0 — Xan+1).

Plus précisément, la suite (X;, ¢ — X,, X,,+1) est (commutativement) réguliere, ou encore
la classe de ¢ — X, X, 41 dans k[X,-- X -, X11] par X; — 0 n’est pas diviseur
de 0 dans cet anneau. Si i # n,n + 1, c’est une conséquence immédiate du lemme de
Dedekind-Mertens ; pour i = n (resp. n + 1), cela résulte de ce que ¢ (resp. @) n’est
pas diviseur de zéro dans k[X1,- -+, X,,—1] (resp. k[X1, -, X,]).

Sous Uhypothése que @ ne divise pas zéro dans k[Xy, -+, X,_1], il résulte de ce
qui précede et des isomorphismes (5.3.33) et (5.3.34) que, pour tout (i,5) € [n + 1],
I'élément X; ne divise pas 0 dans Dy, d’ou les égalités
(5.3.35) H%,(D) = Hgp(D) (i€ [n+1])

dans ce cas.
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Apres ces considérations, nous sommes en mesure de prouver 1’assertion suivante.

Proposition 5.3.36.— Sous les hypothéses préliminaires de (5.3.29), les assertions
suivantes sont vérifiées.

(i) Lorsque ¢ := @(X1,-+,X,_1,0) ne divise pas zéro dans k[ Xy, -+, X,,_1], on
a Iégalité
b= Hlx, ) (Bo= Hyp(D)o
dans A et I'idéal b de A n’est pas nilpotent.

(ii) Lorsque I"anneau k est intégre et ¢ n’est pas divisible par X,, dans k[ X1,---, X,],
I’ idéal b de A est premier.

(iii) Lorsque I'anneau k est factoriel et X,, ne divise pas ¢ dans k[X1, -+, X,,], alors
Iidéal b est (premier et) engendré par

“Res (llvbaFlaFQa"'aFn)
dans A.

Preuve : La premiere partie de I'assertion (i) est conséquence de (5.3.32) et (5.3.35).
Pour la deuxieme, il suffit d’exhiber une fibre géométrique vide du morphisme de pro-
jection canonique Proj (D) — Spec (A). Comme ¢ n’est pas nilpotent, on peut, quitte
a remplacer k par la cloture algébrique de 'un de ses corps résiduels, supposer que k
est un corps algébriquement clos. Alors, comme ¢ # 0, on a a fortiori ¢ # 0. Dans ce
cas, comme @ est homogene, il n’est pas divisible par X,, — 1, et il résulte du théoreme
des zéros de Hilbert qu’il existe (z1, 29, -, z,_1) € k" tel que

@('xlaxéa o, Tn—1, ]-) # 0 .

Alors la spécialisation F; — (X; — 2;X,)4 ' (1 <i<n—1)et F, — X, définit un
point rationnel de spec(A) dont la fibre dans Proj(D) est vide : si€ = (y1,Y2, **,Ynt1)” €
P} appartient a [y =Fy =---=F,, =0,on a

Y :xzyn<1 SZS?’L—l) et Yn+1 :0,
donc en particulier y,, # 0, et alors
Dy, Yng1) = 0Yn) = YnYnt1 = Yap(@1, -, Tn1) # 0

par hypothese.

On peut aussi démontrer que b n’est pas nilpotent sans recourir au théoréme des
zéros de Hilbert comme suit. D’apres la premiere partie de (i), 'idéal b a méme racine
que l'idéal engendré par

Res := Res(gi + ViX3T1, -+ g0 + Va X310 — X X5,
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et il suffit d’exhiber une spécialisation non nilpotente de Res. Pour cela, on choisit n —1
formes linéaires génériques en (X1, -, X,,)

b = Un X1+ UpXo+ -+ Upn X5y,
et on fait la spécialisation

e Ef_l pour 1 <i<n-—1
g +ViX, 11— i1 .
nil Douri=mn.

Alors Res se spécialise en

Res (047, 0971 - 0070, X1 0 — X X00)

»y*n—1> n
==+ ReS (61’ 627 e 7£n—1’ @)(d_l)n

en utilisant les propriétés de transformation usuelles du résultant ([J3] 5.7 & 5.10). Par
ailleurs, on sait ([J3] 5.4.4) que notant Ay, Ag, -+, A, € k[U;;|i € [n—1],5 € [n]] les
mineurs définis par I'égalité

T T, e T,
Ull U12 e Uln
. . . =T1Ay + T+ -+ T, A,
Un—l,l Un—1,2 e Un—l,n

dans k[Ty,Ts,---,T,], on a

ReS <£la£21 e 7671—11%0) - @(AlaAQ’ Ty An)

dans k[U;;li € [n —1],7 € [n]]. Or les éléments Ay, Ay,---, A, sont algébriquement
indépendants sur k ; comme ¢ n’est pas nilpotent dans k[ X1, -, X,,] (¢ ne l'est pas!),
le résultant Res (¢1,---,¢,_1,p) ne l'est pas non plus.

A titre d’illustration de la théorie de I’élimination, voici une preuve de I'indépendance
algébrique de Ay, Ao, ---, A, sur k. Introduisons une autre forme linéaire générique

En - n1X1+"'+Unan~

Alors, posant R = k[U;;|1 < 4,7 < n|,S = R[X1, -+, X,]/(l1,02,---,L,), on a
Res (01,02, ,£,) = dét (Ui;) =: A, A; = (=1)""19A/0U,,; de sorte que ([J3] 6.4.3)
on a un isomorphisme de R-algebres N-graduées

S/Hgﬁ(S)i ReesR/(A)(Al,---,An) .
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Par ailleurs le morphisme de k-algebres canonique
Xi— Xi @ k[X1,---, Xn] = S/Hgy(S)

admet la rétraction X; — X;, U;; — 0, donc est injectif. Par suite le morphisme composé

k[Xla o 'aXn] - ReeSR/(A)<A1a Ty An)

est injectif. Pour des raisons d’homogénéité des A; par rapport a I'ensemble des Uy,
on en conclut que les A; sont algébriquement indépendants dans R/(A), et a fortiori
les A; algébriquement indépendants sur k dans k[U;;|i € [n — 1], € [n]].

790)(B)0 = H%H(B)o = H%H(D)o par (5.3.30) et
(5.3.32), il suffit de montrer que 'anneau Dy, est integre. Utilisant le lemme (5.3.37)
ci-apres, nous allons montrer que 1’élément 1 = ¢ — X, X, 11 de k[Xq, -+, X;41] est
premier. Utilisant I'isomorphisme (5.3.33) avec ¢ = n, on en déduira l'intégralité de Dx,
par extension polynomiale et localisation par X,,. Comme (X,,, ) est par hypothese

Montrons (ii). Comme H?Xn

une suite réguliere de k[X1, -+, X,,], le fait que v soit premier est le cas particulier, ou
a = =X, b=, T = Xp+1,5 := k[Xq1, -, X,], de "énoncé facile suivant.
Lemme 5.3.37.— Soient S un anneau commutatif intégre et (a,b) une suite réguliére

de S. Alors I’élément aT + b de I"anneau de polynémes S|T] est premier.

Montrons-le. Comme (a,b) est réguliere et le S-module S[T] est plat, il est clair
que la suite (a,aT +b) de S[T] est réguliere. D’autre part, comme a ne divise pas zéro
dans S, il résulte du lemme de Dedekind — Mertens que a7+ b ne divise pas non plus
zéro dans S[T] ; appliquant le théoreme 117 de [Kaplansky : Commutative rings], on
en conclut, sans utiliser l'intégrité de S, que (aT + b, a) est aussi réguliere. Par suite, a
ne divise pas zéro dans S[T]/(aT + b), et le morphisme de localisation

S[T)/(aT +b) — [S[T]/(aT + b)],
est injectif. Le composant avec 'isomorphisme de S-algebres canonique

[SIT]/(aT +b)]a = Sa,

T +— —é

a
on en déduit un plongement S[T']/(aT + b) C S,. Si maintenant S est integre, il en est
de méme pour S,, donc pour S[T]/(aT + b) qui en est un sous-anneau, d’ou le lemme.

Montrons (iii). Par (i) et (ii), nous savons que b est premier et non nul. Posant
ici, pour simplifier,

R := “Res (¢, F1, Fy, -+, Fy),
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le théoréme principal de 1’élimination implique que b a méme racine que (R) (d’apres
(i),ona b = Hgﬁ(D)o). Utilisant la factorialité de A, on conclut de tout ce qui précede

que b est engendré par un élément premier a de A (prendre pour a un diviseur premier
de R), et que R est associé a une puissance convenable ¢ de a dans A :
)

(5.3.38) R = uad* (ue A* =k* £>1).

Nous allons montrer que ¢ = 1 en faisant une spécialisation convenable. Pour cela,
observons tout d’abord que la condition (ii) de ([J3] 6.3.10.8) est satisfaite ; posant

R# := Res (90 - XnXg—_k%a g1 + Vleg—_k%a oy gn T VnXg—_k%)a

il résulte donc de ([J3] 6.3.10.7) que

mimyg- My 4]

R# ~ Rpgcdlmy, - mpi1) — Rd_l

dans A. D’ou, utilisant (5.3.38),
(5.3.39) R* ~ "4 dans A.
Effectuons alors la spécialisation 6 des coefficients définie par

9i— gi = gi(X1,--, Xn_1,0) (1<i<n-1)
Vimk0 (1<i<n-—1)
gn — VX! (V' indéterminée) .

Par (5.3.39), on a
(5.3.40) O(R*) = Res (¢ — X X271, 91, Gn-1, VX + V, XIT1) ~ 0(a) 4D
dans 'anneau factoriel
A = K{(Usa) G € [n—1),]a] = d = D][V; Vi)
Par ailleurs, la formule de Laplace ([J3] 5.10) implique que

— _ _ _ _1\yn—1
Res (SD_XnXg__Ar_%a gla e agn—la VX2_1+VHX2+%) = £ Res (gla e agn—l)d(d l)w(d b )
ot1, définissant ¢ € k par ©(0,---,0, X,,) = cX2,

w : = Res(cX? — Xanfj& , VX4 VanfH)
=V, (V +cV,)4 !

par multiplicativité et changement de base ([J3] 5.12), Finalement
(5.3.41) Res(p — Xp X1, G1o o o1, VXIS + VX
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= iReS(.@la e agn—l)d(d_l)Véd_l)n_l (V —+ CVn)(d_l)n .

Or les g; sont génériques de leurs degrés, donc Res(gi, -, gn—1) est irréductible dans
A’. Comparant (5.3.40) et (5.3.41), on en déduit que ¢(d — 1) divise pged(d(d — 1), (d —
)"t (d—1)") =d— 1, donc £ = 1 comme annoncé.
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