APPENDIX TO THE ARTICLE “ON THE NUMBER OF DESCENDANTS AND ASCENDANTS IN
RANDOM SEARCH TREES” BY C. MARTINEZ, A. PANHOLZER, AND H. PRODINGER

APPENDIX A. POLYNOMIALS

We collect here various polynomials in two and three variables that appear as factors or terms in
the explicit form of some the generating functions studied in this paper.

A.1. The polynomials A4;(z,u,v).

1
> Ao(z,u,v) = 0 (3410v7u626+7356u4v4z+90008u827—1316u9v7z5—1148u9v826—8801)7u827—

210uv8 24 —5874v7u® 25448860 u8 24 +4080v* 1’ 2 — 25640318 20 — 46480513 24+140u 008 27 4+-3822uSv3 25 —
2378u3v%z — 680u " 27 4 7356v*u’ z — 120vu2z — 880v7u" 27 + 1388v w28 — 490v%u®z 4+ 1042v*u’z +
34844707 20 +120u® 22 + 60213 — 12022u* — 1406507 — 140u*v8 +70uPv® + 1400505 + 7002 u3 — 140uPv? —
1400%u* 4 140u5v® — 140u*v? — 1400443 — 1400%u* 4+ 60uv?2 + 107800 u’ 22 — 1300818 28 — 3920u508 22 +
4080uv* 2z —5874ubv" 25— 1378v5u% 2 —4648v5u’ 2 —9220v5u’ 2 — 9220v5u* 2+ 123620 1’ 24 +600vu8 28 —
80v8u” 28 +130uv" 28 — 45u1008 28 + 3410uBv” 25 4 3822uBv8 2% — 86060 1" 2% — 7007 24 — 841811026 +
15120°%u" 26 +868v%uB 26 +6986v3 25 1S +1106u 8 25+868v7ub 26 —400v%u” 27 +900v3u" 27 —2564v3ub 26—
2590047 22 4+7009u8 28 — 3560084 26 —82609u8 25 — 25900718 2° — 826071’ 2° — 2800071’ 23 — 4000 uB 2" —
509u1028 —1000%u° 27 +1806v°ub 26 — 2370051’ 2° — 5200312 22 + 21 0uvb 2% — 14104v*u® 22 + 5611007 25 —
2200°27u8 — 161200222 +11003u2 2% — 16120502 2% — 1246051 26 4+ 84001505 2% + 140u®v” + 140v3u® —
140052 4 140v*u? + 7T0v*u — 140v3u? — 140uv° — 1400°u — 140v°u® — 140008 + 140uSv* + 14007u> +
560v°u* — 140v3u’ + 70v%u® + 60ulz + 140v%u? — 14007 u? + 70uv® + 70v8u® — 1400°u7 + T0u"v* +
42094025 — 126081025 + 140901925 + 8404?28 + 300128 — 280911026 — 4062v3utz — 4062v3udz +
7732uP00 24+ 7700808 2+ 77320%ut 2+ 117600 u® 22 — 4620071 2— 1400%47 22 — 46200 u* 2+ 69860817 2° +
1890v8u®z + 1534v%utz — 8606v7ub2% + 1960v%u’2% — 28000%u23 + 924008ub2% — 1260081722 —
15232080723 + 12362071 2% — 3038v8u82* — 7000v8u® 22 + 2170045 2* + 37800%u’ 2% — 7490v8ud2* +
700948 2—580u?v° 24-360u?v? 2— 1523207123 — 700090 " 23 —180v2us+ 746V zul +1220% zu— 180v3uz+
924008523 + 98008uB23 + 2100%°uB2% + 21700%u"2* + 13888v7ub2% — 74900v3u7 2% — 10724v3ub82% +
840094822 —9464v"u" 23— 252007 u8 2+42520%u8 z— 11481 v 264+-2800u3v™ 224126071225 —3038utvd 24 +
1106u*v82° 4 8261208z — 252007 w3 2 + 10v3u® 28 + 500680827 — 6800 ul2" + 140v8u®27 4+ 2009u® 27 —
2809u28 — 210uv®z — 131607125 — 1000 u’27 + 2507u828 4+ 11207u*28 — 12608u32° + 560 7u32° +
4209025+ 14093 25 — 508 28 — 8481?20 — 840 U3 26 — 2100 u? 24 — 21 003U 2% + 560813 26 —28v8u2 25 —
4508u8 28 +1388v 1’28 —70v%us 24 — 180ubv2z — 140u?v8 2+ 70uv” 242800208 22 — T0u2v ™ 2+ 1402%u v +
126v°uz + 140v7u?23 — 2378ubv% 2 + 448v 7w 2% 4 746uSv? 2 — 300uvz + 48860 u*z* — 100v%u’27 +
84091520 + 1400%u3 23 + 210v%u% 2% 4 980v8u3 28 — 162407 u3 23 + 1534ubv%2 — 300utvz — 700v°u* 23 —
1260u3v822 —140u3v? 22 +42520%u3 2420071t 27 +434008u* 23 — 94640 u? 23 +8720°u8 24 +176v*ud 24 +
78240v%u72* — 1000 w027 + 655410025 + 3998uBv0 2% + 14940utv® 2% 4+ 15200318 2% + 2246v*u" 25 —
9220utv* 22 —46usv*2°+3200% 2747 +1280054° 25+ 3800012 27 — 28041 %03 23 +1806v°u8 26+ 540uSv 22 +
120051027 —526v5u” 26 —286v*ud 26 — 1400 w22 +840u*v? 22 +770u’v8 2—13520u%v° 234149400540 22+
2520205 224+4200%u 22+ 7880v%u® 23 +9428v0u7 28 — 13444908 23 +412u80° 23429400518 23 —501405u8 24 —
2416v*u" 24 4+13020%u10244-2246v* 2°1u5 — 183400 2518 +460v3u® 24 — 5200018 24— 7007 4" 2428000 u" 22+
1890v8ut 2444807 u 24 —210v 11024 —2416v*u® 24 —392008u* 22433600 24— 1876v°u° 24 +1560v°u " 26—
490v9utz — 8008v°u" 2% +2948u v 23 + 540u 2302 4+ 150u* 220 + 70v%u3 z — 59640543 22 — 2804uSv3 2% +
7880ulvt2® 4 4856v3utz? + 4336v°ul2? + 6552ubv32? + 25205u822 + 4336v°u7 2% — 1378v%uTz —
1291405u%22 — 129140545822 + 17336v°u® 22 + 10420 v* 2z — 3634u"v22 — 580u"v3 2z + 1658u"v322 +
360u"v?z + 196uBv°22 — 19028uPv822 — 9220u8v%22 + 4856ufv322 — 2096uSv222 — 43660°25u’ +
4320541026 4+-3998v0 2515 +18120° 25u*+50008u2 2 +112u'%7 26 —220u2v° 27 +308v% 2815 —100v* 2 "u b+
8720%utz* — 124605254 + 655400258 + 17116004823 + 1280v825u? + 7824v5ud2% — T00v*2%u* —
46v*25u0 —286v* 2518 — 13440541025 — 97720700 2% — 1834uBvC 20 — 54600 25U +460udv® 27 — 700 Uzt —
9520°u%28—43661u"v°2°4+1200u° 27 —2370usv® 2° —1344u3v0 25 —300u*v’ 27 +1302uv0 24 +588usv0 26+
1148u3v° 2% + 432u*0v%2% + 107800 u* 2% — 13724uSv02% — 2648u"v%2% — 5260v°25u° — 5964v%u” 22 +
1812uv° 25 —34v*22u2 —1396v*u” 26 +3200*u8 27 +434008u” 22 —3634v*u3 22 +1960°u? 22 +2940u3v0 23+
4120%u3 23 —13440v%u% 2% —8008uv® 22 —13520uv° 23 —88v*u’ 23 — 85603 ut 23 +9428v0u 22 — 16240 ud 23+
1711605423 +1658uv°® 22 — 5000°u8 27 + 140071 2% — 4200° 22U+ 1400 uz® — 280u2v8 22 — 42005u 23 +
1
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336u3v02%—1876v5u® 2% —5014v0u* 24 —9100° 24u? +896v° 23u? +2948v*ut 23 —97720%u’ 24 +-8260v°u" 2+
980v*u3 2% + 176v*u*z* + 1260°udz + 122u8v%z — 180udv3z + 60udv?z — 420u”v°22 + 420054922 +
2100%ut 2% + 7007wl 2 — T0v ull 24 — 420600023 — 12067 vz — 280034223 + 1400%°uB23 — 28v8ull 2% +
20096027 + 56v3ut 26 + 25u100728 + 10w 828 — 40uM w27 + 140608 2% + T0uv® — BuTut2® +
20uS27v? + 1407w 2% + 2007u227 4+ 150501228 — 5o ul?28 — 200%u!227 4 28vtul?20 + 600Ul +
Sotul?28 — 150501228 — 420041225 + 840041226 — 28071226 — 600001227 + 420%u!2 25 + 140v*u®22 +
4200°u1023 —2100°u! 2% — 14v*ut2 2% — 840511220 — 1400* w1023 + 7004wt 24 +40ut 103 27 — 1003 284 1 +
502 28ut0 — 56uttv3 28 + 280u w323 — 140ut%v3 2% + 7024 v? 4 28ut02602 — 20002 7w? — 14002502 +
28ut 3 2% — 2100%uB2 + 240u"v2? — 120uB2%v? — 14023uBv? + 14007u'023 — 14007 w22 — 60usvz® +
150u8v22 + 240uvz? — 520u"22v? + 9825uBv? + 26023u"v? + 70z%uBv? + 1425u"v? — 84264802 —
210z%u"v? 4 28u?2%0% + 20u°27v? — 98u22%v? 4 238u' %13 2% — T0uBv3 2% + 1540325 — 140000320 +
80ubv3 2% — 350u%v3 2% — 856u7v3 23 + 540ubv?23 + 460uTv32* 4 20uv?2* + TOuSv32® — 28u V320 —
550032%u” + 140v225u8 + 28v320u8 4+ 56v225u” + 2060327 + 2003274 + 5v328ul0 — 1002284 +
98v225ub — 84122040 — 210v22%u® + 10v228u® — 55003ub2% + 392034728 + 70v32%ud + 28032548 —
80v3u82" — 10031228 — 80v327u” + 30v°28u8 — 88v*ud2® + 308v*u’2% + 392v%u'02% — 100v4u®2" —
70004 2% — 644v*u'02% — 100v* 61027 — 700v*u” 23 + 490v* w0 2% + 980v*u” 2% + 5vt 28u 0 — 34vtud 22 +
1148v°ut925 + 896v°u%23 — 910v°ul02% — 9520°u10208 — 182v%u!t 25 — 364v°ul!28 — 100v*u!lz" +
434050 25 + 19604 26 + 140050 27+ 2004 28 + 460056027 —2000u 1 28 — 9505 28 w0+ 2004 28 u° +
520051827 — 100042848 + 120051 28 — 5000° 271 + 200° 28u® — 750828110 — 546000 25 4 5880wl 26 —
84v7u 28 — 3000%uM 27 4+ 1260w 25 + 2007w 27 + 60v0u 28 — 2000284 4 52000 27w — 80v0 23ud +
14v7uz® — 182v*u225 — 644uv*2® — 3640v5u328 + 196v%u325 + 420uv®2® + 490v*u22% — 14v*25%u +
T0v*uz* —84v5u2 28 —700uv* 23 — 140uv* 23 + 140uv* 22 +420° 25u — 40v8u* 27 +140u*v® 27 — 4208 25u+
434u2v° 25 4 84u20v020 + 28v*u228 — 2004 w327 + 600°u327 — 120u2220? — 140u3230v? — 14254302 +
70244302 +28u 2802 4+-28u° 2002 —98u*25v% — 2062 Tv2 +260ut 23 V% + T0ut 2402+ 200713 27— 28u 27 20 —
210uv®z* — 350u3v32% + 154utv3 2% — 28uv3 28 4 80ulv323 — T0uw32% + 280u20v3 23 — 140uv3 2 +
238u3v° 25 —140u*v® 28 + 2803 25u2 — 5603 203 + 200803 27 — 10u V3 28 +-5ubv2 28 +20uPv3 27+ Hubvd 28 +
40v327u* — 10032848 — 10u7280% + 392v%u?2% — 100v*u?2” — 1000*u®2" + 200%28u® + 120054728 +
Svtub28 — 950518 28 — 200° 28u® 4+ 5vt 28ut + 20040 28 — 60v0u 27 — 1505 ut 28 + 6000 28ud + 380v0ub27 +
130v7u" 28 — 75054828 — 200047 28 + 1500 28u* + 300747 28 — 800817 28 — 1200822 +110ud 2203 —6023ubv+
28008u82? — 140v8u7z)

> Ai(z,u,v) = %(1 —2)3(52%u® + 52%u® — 20u?2? + 3zu® — 16u?z + 28uz 4+ u® — 14 — 6u? +
14u) (2uv — u — 1)u?v?

6
> Az (z,u,v) = —gv‘l(u =20+ 1)(1 —uz)?(—52%u® + 202%u® — 5u?z? — 28zu’ + 16u?z — Buz +
14u® — 14u* 4 6u — 1)

> As(z,u,v) = % (—672v7u6z6—3444u4v4z+720v8u8z7—600@7u827—|—1848v7u5z5—2520v4u6z—
1008084828 + 1260v°u3 2 + 504uPv® 25 — 6888v*u’®z — 24007 u" 27 4+ 2016w v7 28 + 630u*v® + 4704uPv* +
5040v5u* — 3564uSv3 + 5166utv? — 2394uv® + 1848vu3 + 468v2u? — 180v%uB2® — 252usvtz —
420u8v7 25 +15120°u8 2+ 6552054 2+ 6048v°u* 2 — 16800 ub 2% + 1500718 28 + 8401807 26 + 5041808 25 —
3528v7u72% + 840102547 4+ 1680v°u” 2% + 336094820 + 6552082548 — 168010726 + 2520094620 —
720047 27 4+1080v3u7 27 —201603u8 2648400040 2% —1848v°4u7 2> +60vu8 28 — 35280817 26 —168v 94825 —
4620098 25 —3864v°u® 2° — 5040095 22 — 24008 27+ 60u’ — 420u v " — 378v3u> +3780v0u3 +126v*u? —
4032u5v° — 3654v°u — 3150u*v” +2520u’v°® 4+ 1050uSv* — 630ubv® — 231007 u3 — 630v5u? — 6300v°u +
1062v2ub — 13320348 + 15120%u® + 630uv® + 1260v%u? — 1260v7u2 — 270w’y — 420u%v + 1260v8u> +
126v°u” — 252u"v* — 162u7v? + 756v3utz + 4032v3u®z — 5040u®v®z — 5040054z + 4200v7u%22 +
840v7u’z + 33600 utz + 4788v8u"2% — 151207u%2% + 1680v9u®22 — 1680v%u®23 + 504008u823 —
4200u8v723 + 21000747 2% — 504008422 + 6300094 2% 4+ 42000%u82* — 504008u®2* — 16800 w523 +
756008u%23 4+ 8400%u7 2% 4+ 50400 ub2% — 25200%u72* — 42001%u52* — 882003ub2* + 1008uPv®28 +
2520utv8 24 —2016u*v® 2542520074 2+3600 1l 27— 360v8u° 27 +840v 04?25 — 1680913 26 — 33609 ut 20+
25207 ut 2% — 252081325 — 16801 0u? 26 — 300U’ 28 + 840104325 — 3360%ut 2% + 67209325 + 12009u 2" +
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84v9u22° + 30094828 + 504v8u* 28 + 12600343 2% 4 90v8ub 28 — 5040 w28 — 4200902 2% — 840v%u32* +
540u%v243096u8v3 2 —2088u%v2 2—1260v7u* 24 —600v2u% 27 +1008v9u° 26 — 420019 2443 — 168001 Out 24—
6720102645 4+ 8400104323 + 25200%u%z* + 151201%52% — 252008u323 + 840v%u?23 — 8400v9u222 +
4200°u2 241200102745 —936u 1% 2 — 4200094 23 +2520u3v8 22+ 840u3v? 22 — 25200513 2+ 25200 ut 23 +
3360utv®22 — 2520uBv8 2 + 1260v8u?z — 252008ut 22 — 840v%utz — 420v9u® 2 — 2520°u7 2 4+ 420u"vz —
432u"v3 2 — 36uTv?z — 252007 ut2? + 342u7v3 — 2100%u3 — 30u® + 30u” + 12007 v1027 — 840utv'022 +
420630024+ 840uSv1023 +1680uv10 23 — 840u3v10 22 +360uBv? 2+ 300u vz — 1680u’v 10 24 — 252u8v3 2 —
240udvz — 210020 — 6720501020 — 306801028 — 300010 28 + 24008010 27 + 84uBvtz — 30uTv 4+ 120usv —
9007 u" 28 + 120094728 — 90v8u" 28 — 12007z + 60udz + 126uBv® — 180uBv? — 42usv4>

> Ay(z,u,v) = 3—15 (30 — 84007825 + 6888utvtz — 1080v8us2" — 252u%v7 25 — 1008u 1826 +
24007 u8 27 —1260u 08 24 +42007u’ 25+126007ud 24 +2520* 1% 24201 6v3u8 26 — 151 20°u3 2+360u 008 27—
504u5v8 25 — 3096ulv3z — 360uv” 27 + 3444v*u® z — 300vuz + 6007w 27 + 50407 u? 26 + 840v9u®z —
420v*u?z — 201670728 + 420uv + 30uv — 60uz + 1260u’v” — 630utv® — 630ubv® — 1260uv® —
126008 +21009u° — 151202u3 — 1848uSv?* — 50400%u* + 378u’v3 — 5166w v 4 2394utv3 — 4704v*u® —
468v%u* — 360uv?z + 240uvz + 2520071822 + 180081828 + 2520180822 + 2520uBvtz — 1848uBv7 25 +
2520°u2 2z — 1260v°u8 2 — 6048v5u’z — 6552v°utz — 4200%u” 2 — 21000 U5 24 — 1500 ud2® + 90v8u’ 28 +
901207 28 —90u 008 28 +-672u8v7 20— 504uB v 2° + 15120747 25+ 16800 %u8 2% +840v%u° 24 — 840010 2547 —
504081028 — 16800v%9u" 2% — 25200°uB28 — 4788v825ub + 2016w 0825 — 2400104927 + 6720101825 +
16801007 26 4+42001%4% 24 —840v %4 25— 3360918 26 +24007u" 27 +4200%u 0 24 —720v3u” 27 +1008v3ub 26—
84v1045 2544620097 25 —600°ud28+-3528v817 26 — 1200104827 +386 408 25— 84001048 234+-840v 1047 22—
42001000 24+18480%u8 25 +168v%u® 2°+3001%u? 28 — 151201008 25484009 uB 224+ 1680v°u® 234+ 7200°us 27—
84009123 +30v%u ! 28 — 3009010 28 + 3001041028 +- 600094 27 + 18002 — 1200+ 42v* — 12603 +120uz —
60u? — 30u + 2310udv” — 342v3u + 3564v3u3 + 162v%u — 1062u2v? — 252005u3 4+ 2100%ub + 270u3v —
1050v%u? + 252v%u + 13320342 4 3654u5v° — 12605 + 40320%u® + 3150u*v” — 3780ubv’ — 126ubv* +
630ubv® + 42007u3 + 630v°u? + 6300v°u* + 672010728 + 3360%u” 2% — 8401041025 — 1200w 2" +
25208u102% — 6720%u192% 4+ 168v%ult 28 — 84v%ull25 — 1008v%u28 — 12001941927 — 120094928 +
16801041028 4+ 3360901926 — 4032v3utz — 756v3uPz — 16800104723 + 84000422 + 5040u’v8z +
2520uSv8 24 50400%u* 2 — 4200074 22 — 3360071’ 2 —840v%u" 22 —840v u* 2 — 6552v3u” 2° —1260v8u® 2+
936v%utz + 3528v7ub25 — 1680v°u’2% — 840004823 + 50400%u23 — 756008ub23 — 252008u"22 +
1680ubv7 2% + 1680v7u"2* — 25200%ud2* + 504008u®22 — 840v%u®2* — 42000%ub2* + 252008u%z* +
4200%u82 + 43202032 + 36uv?z + 420007u’ 23 + 4200097 2% — 540vzud + 2088v2zud — 84vtzu +
252v3uz — 50400%u523 + 25200%u823 — 25200%uB2* — 63000%°u7 2% + 16800 0u”2* — 504007uS2* +
50400847 2% 4+ 42001048 2% + 8820v3ub2* — 3360v%ul22 — 25200747 2% — 252007u’z + 2520@6u62)

A.2. The polynomials B;(z,u).

> Bo(z,u) = 10uz —120u?z +1140u?22 — 8190u® 2% — 423625u® — 198023u° — 68024u’ — 980u*z —
6052%u* — 482625u® 4+ 435425u% — 5020 23u + 8585 2%u® + 500212 + 298023u3 — 41402243 4+ 87902%u* —
1470u8 — 490u? + 1470u® — 2450u* + 70u + 980ubz + 2450u® + 8190822 + 1040u”27 + 960u'02" —
10400727 4+518u" 2% +490u” — 70us +4236us2° + 605u®2* — 518u82% — 4354u° 26 — 55u828 — 8585uBz* +
4826u°2°% + 11211926 — 500u" 2 + 55u°28 — 39011928 4+ 490u02% + 50201823 — 87901722 + 4140us22 —
2980u” 2% + 150u! 128 +680u" 2% — 16941025 — 440u 27 + 196w 26 + 46201 25 4+ 1980u 2% — 112120 —
140uz2 + 14u2® + 1694u*2° 4+ 40u®2® — 960uS27 + 440u°27 — 5utz® — 28u22% + 1406328 + 200327 —
TOuz* + 142%u — 140u2” — 196u*25 — 150u528 — 462u325 + 350u22* — 490u2* + 140uz® — 980u223 —
2061327 + 1406022 — 140ut 23 + 7T0u22* + 5ul328 + 28ut320 — 1401325 — 400228 + 14061227 —
140u'?26 — 35001 2% — 1401225 — 1062 + 120u8z + 3900728 — 1140u°22 + 980u'923

> Bi(z,u) = —6(1 +u)u®(1 — 2)3 (5z3u3 +522u% — 20u22% 4 3udz — 16u%z + 28uz + ud — 6u? +
14u - 14)
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> Ba(z,u) = 6(1 +u) (5z3u3 —2022u? + 5u?2? — 16uz + 3uz + 28u3z — 6u — 14u® + 14u® +
1) (1—wuz)?
A.3. The polynomials C;(z,u).

> Co(z,u) = 950uz —6360u?z +5120u?22 + 10850u° 22 — 5844025u’ — 3942023u5 + 3221024u’ —
22540utz + 2752%u* — 382182%u® + 3806625u’ — 325402%u* + 69865245 + 172602u + 1766023u® —
1628022u® 4 2907022u* 4 22540u’z — 10850122 4+ 13960u°27 + 73201027 — 13960u" 27 4+ 21574u 728 +
58440u82° — 275u”2* — 21574u82% — 380661u°28 + 1600uB2® — 69865uB2* + 38218u’2% — 154011026 —
17260u"z — 1600u”28 — 27154028 + 37101024 4 325401823 — 29070u" 22 + 16280u822 — 17660u°2> +
885ullz® — 32210u"2* — 935211025 — 2680ult2" + 1484ult20 + 2310ult2® + 39420u"23 + 1540u52° —
700uz?+28u22°+9352u4 25 +215u828 — 73200827 426801’ 27 — 25u*28 — 1401220+ 7844328 +100u32" —
350uz*+7025u—T760u*2” —1484u*25—885u%28 —2310u32°+1960u22*—3710u 2% +700uz3—5320u2 2% —
100327 + 7006022 — 7000 23 + 350w 224 4 2561328 + 1406325 — 7T0u!325 — 2151?28 + 760w 227 —
78411226 — 1960ut 2% — 28ul?25 — 950u%2 + 6360udz + 2715u728 — 5120122 + 53201023

> C1(z,u) = 18480u’2? — 36960uS23 — 1848025u® — 1848023u® + 369602*u’ + 3024uz —
18482°u° + 36962515 +924024u’ — 5042u3 — 1260u’ + 252u? — 1260u +2268u* +6384uS 2 — 16800u°z +
588u® + 18480u822 — 2640u27 — 2640u"2" + 147841728 + 121247 — 600u® + 120w — 18480u825 +
147841825+ 3696126 +660us 28 +9240u82* — 1848u° 2% —3864u" 2 +660u° 28 +36960u" 24 —5280us 27 —
184801723 — 33264u" 2% — 240u”z + 1440u82

> Co(z,u) = —120 + 240uz — 1440u?z — 18480u’22 + 36960u’23 + 184802%u’ + 1848023u’ —
36960z%u’ — 6384u’z + 184825u® — 369625u® — 92402%u® + 3864zu> + 1260u’® — 1212u? + 1260u> —
588u? 4+ 600w — 3024uSz + 16800u’z — 2268u° — 18480ub22 + 2640u°27 + 2640u" 2" — 14784725 —
25217 + 18480u82° — 14784825 — 36961225 — 660u®28 — 9240uB2* + 1848u%2° + 504u”z — 660u”28 —
36960u72% + 5280usz7 + 18480u7 23 + 33264u"2°

A.4. The polynomials D;(z,u).

> Dy(z,u) = — % (—1960uz3 —19000u323 + 19050022 — 84u2° + 3702 + 840uz* + 4844u25 +
400u32* 4 2520u°2% + 1960123 + 140u” 22 — 89001823 — 1650uB22 + 3361228 — 6444?25 — 2520u2* +
8900u22® — 7650u22% — 28uz® + 2450u — 10084328 + 7650u" 22 4+ 1650uz> + 20u?z" — 350 — 7350w +
7350u5 — 2450u° — 14022 — 702* + 14023 + 1425 — 2340uz + 5900u?z — 6860u>z + 6860u°z — 5900uS 2 +
2340u”z — 370u82z — 20790u*2? + 5840u*z3 + 22630u*z* — 15546u2® + 20790u2? — 17040u52* —
1528u%2% — 19050u822 — 5840ub23 + 17040u82* — 400uB2* + 15546uB25 — 4844u%25 + 12250u3 —
122500 + 350u7 + 19000u723 — 22630u72% + 1)

> Di(z,u) = _3—65“ (—7+42u— 98u? —98u® + 82ub + 14uz — 98u?z +294uz — 630uz +434u°2 —

238u82 + T4u7z — 10u®z + 280u*z2 — 280uz® + 140u*2* — 28u?25 + 280u®22 — 560u® 2> + 560u°z* —
280u’ 2% — 280u’2? + 560u’z* — 504u25 — 28uB2° + 98u3 + 28u* — 32u” + 5ud + 140u72* — 280u72° +
2244728 + 2244525 + 561826 — 80u"27 — 40uBzT + 10uB2® + 56128 — 40ub27 + 10u728)

1
> Dy(z,u) = — i (30 —192u +492u? 4 588u® — 588ub — 60uz + 444u?z — 1428u32 + 2604utz —

3780u’z + 1764ubz — 588u7z + 84udz + 1680u’22 — 1680u’z® + 840u’z* — 168u’2® + 1680u’z% —
3360u’22 4 3360ub2* — 1680u®2% + 840us2* — 1680us2° — 168u”2° — 588u? + 168u* + 252u7 — 42u8 —
1680u"23 +3360u7 2* — 3024u7 2% + 1344u" 25 + 336120 + 13440828 + 3361226 — 2400727 — 240u°27 —
480uB27 + 60uB2S + 60u928)

APPENDIX B. TABLES

The next Tables collect the full statements of the theorems, considering the general cases as they
appear in the main text of the paper as well as the special cases not listed there.
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j dn,j
g, forn >5
1
dii=1do1=3,ds1 =1, dyy =2
18 3
———, forn > 6
5 n
2
dop=3,dsp=3, dap="1, dsp=3
136 6
g—g, forn>7
3
d3s=1, dys=14, ds3=122, ds3=2
g—g, forn>8
2 n
4
dag=35, dsa=3, dea=22, dry=52
12 12 12
_7Hn + 7Hj + 7Hn+17j
66w
B<j<n—4 7 Tm+1-j) 70
335 -5)  6(—1) n 2(2j —3)(j —1)?
T TnZ 3
BG-2G-DE 325G -V 26 -G - 1
4 s s

TABLE 1. Average number of descendants of the j*" node in a random LBST of size n.
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j a?)
2
= forn>15
1
1
2 2 2 2
dg,% =0, d;,% =1, d:g,% =0, dz(i,% = )
36 206
g n — 2—5 for n 2 6
2
2 2 2 13 2 41
d;,% =1, d:g,% =6, dz(i,% = o dé,% = 5
7—2 ——4534+§ forn>7
57" 175 ' n =
3
2 2y 13 Y
d =0, ) =, d%) =8, di%) = =
2 5
5 7" 175 5(n—1) 5n
4
2 1 2 41 2 52 2 468
di?) = 3 di?) = 5 di) = = d?) = 35
36n 12 365 36n 48 12 365
— - — | H, — = — — — | Hyq1— - — |H
(5 35) +<5 5 7) +1J(% 5)3
132 132 n 3489 33j (@ 4295 33j2> 1
B<i<n-—4 355 35(n+1-—7) 175 5 7 35 5 n
132(j — 1) " 44(25 = 3)(j —1)? n 66( —2)(j —1)*
35n2 35n3 35n4
662~ 5)( -~ 1, MG -3 - 1°
35n2 35n8

TABLE 2. Second factorial moment of the number of descendants of the j*" node
in a random LBST of size n.
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m Pn,m P[Dn:m]
1
§(1—1——) forn>6
7 n
1
P11 = 1, P21 = %7 P31 = %7 P4 = %7 D51 = %
1 1
_<1+_>, forn>6
7 n
2
P22 = i p3,2 =0, pa2= %? P52 = %
3 1
%(14_5)’ forn>6
3
ps3s =g, Paz=0, ps3 =32
2 1
BT <1+ﬁ> forn>6
4
_ 1 _
P44 = 15> P54 =0
12(n+2+m)(n—1—m) 12 m2 12
5 < < — T 5 2.5 T m 2
=m=<n 7 n2(m+2)(m+1) 7 n2n§+ n?2
1
n il
n

TABLE 3. Probability that a random node in a random LBST of size n has m descendants.
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J An,j
an—%, forn>15
1
3 9
a11 =1, as1 = 3 031 = 2, ag1 = 1
6 21
an—%, forn>6
2
a —§ azo =1, a40=—, aso = 1—9
22 =5 @32 =1, a42 =17, as2 =75
6 87 61
SH, - 2L 22 g >7T
57" T 175 Bp2t O =
3
T o n 12
33 =2, Ga3 =7, 053 = =, 063 = &
6 11 18 1 12 1
H, - — 2 2 forn > 8
5" 95 B5mz 5nd =
4
_ 19 12 18
Qg4 = 1’ as .4 10’ 6,4 5 ar4 = 7
24 18 18
CHy+ H; + —Hprs
350 T35 T ggtintiy
12 12 279 6
T35 T Bmr1-j) 15
5<j<n-—4 J J
185 12(j—1)> 4(2j =3)(j —1)*
35n 35n2 35n2
6 —-2) -1 621 -5 -1 4G -3)(-1)°
35n4 35n5 35nb

TABLE 4. Average number of ascendants of the 5! node in a random LBST of size n.
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j a?)
36 ., 144 36 o 766 31 12 1 18 1 12 1
25H" 125H" 25H" +625+125n 125n—1 125n—2 125n—3
3 1
1 2 - forn>
125n_a1 lornz?
=0, o =1, o =2, a2 =3
3,0 32, 36,0 1726 271 108 1162 1
257" 125" 95T ™ 625 125n  125mn—1 125n—2
108 1 27 1
2 —— _ L for n >
1257 -3 125n_4 lornz6
2 2 2 2 11
ah =1, a3=0, a3 =2, af) ==
36,5 1548+Q 1 i, 36 (5 , 77094 21691 2892 1
25" 875  25n(n—1) 25" 130625 875 n 875 n—1
1476 1 1044 1 +g 1 36 1 6 1
875 n—2 8B n—-3 8B5n—-4 875n—-5 875n—6
3
721 72 1
Sy 2 forn>7
9%5n2 ' 2B(n-1)2 =
5 9 o 18 oy 22
=2, =2, a) =2
36 204 1441 72 1 72 1 36 11077
by 4 - = - S - \H,-=—H® 4+ —
25 "+( 25" 250 2501 25n—2> 25" T 4375
BITL 786 1 246 1 38 1 117 1 54 1
875 n 125n—1 125n—2  125n—3 125mn—4  125n—5
4
S22 1 6 L Ml 1T
125n—6  875n—7 25 n2 25(n-—1)2 25(n-—2)>2 -
2 2 11 2 22 2 36
az(L,z)LZSvaé,izgvaé,i:€7ag,i:7




THE ELECTRONIC

JOURNAL OF COMBINATORICS 5 (1998),

#R20 (APPENDIX)

10

: (2)
J n,j
576 576 288 772 324 172 1368 I7. 324 172
245H Hy_j + 245H Hj — 245H + 1225H - 1225Hn—JHJ + 1225H
+ 72 227j+525+@ 1 2 2j6—6j5—55j4+120j3+953j2—1014j+540
42875 j 245 n+1—j 1225 n
+i(j—l)z(j4—4j3—11j2+30j+72) _ 4 (G-D(E-2)(25*—125°+13;°+15;—36)
245 n—1 245 n—2
48 (G-D2G-2G=-3)? 2 (G=1(—=2)(G=3)(—4)(25° —10j+15)
245 n—3 245 n—4
4 (G=1)(=2)(=3)*(G=4)(G=5)
+ 1235 n—>5 H,
+ (=38 5697j+70 _ 288 1 I 205%—102;° —4455*+20404° +816552+4025+360
42875 J 245 n+1—; ' 6125 n
2 (j—1)(105° 715" +1443 4 557;° —42j—1224)+ 2 (j=1)(H—2)(205* —1625°4+3195%+129—612)
1225 n—1 1225 n—2
_ 4 (G=DG=2)(=3)105°-8157+104j-102) | 1 (=1)(i=2)(G=3)(=4)(20;* ~1425+255)
1225 n—3 1225 n—4
2 (G=1DE=2)[=3)—4)(=5)105=51) \ ;7
~ 6125 n—>5 n—j
+(— 38 2267;+2030 288 1 + L 204°—-18;5° —6555* 43605 +10895;% —20682; 110440
42875 7 245 n+1—; ' 6125 n
2 (§—1)(105°—295*—1545°+2635°+882—216) 42 (j—1)(j—2)(205* —78;5° —59524+171j—108)
1225 n—1 1225 n—2
_ 4 (G=DG=2)(=3)105°395+26j-18) | 1 _(i=1)(G=2)(G=3)(—4)(20j* ~58;+45)
1225 n—3 1225 n—4
_ .2 (j—l)(j—2><j—3)(j—4)(j—5)(10j—9))H
. 6125 —5
5<j<n—4 "
288 77(2) _ 3204 77(2) 3204 77(2) 12 1 24 1 792 1 2088 1
+ 245H 1225Hn J 1225H + 1235 j+4 ~ 175543 + 1235 J+2 ~ 1225 j+1
_ 531481 1044 1, 396 1 _ 12 1, 6 1 . 1441 , 6 1 12 1
42875 875 j—1 ' 875j—2 125;-3 | 875j—4 ' 17542 ' 875 n—3—; 125 n—2—j
40396 1 1044 1 24 1123j-420 2088 1 ., 792 1 24 1
875 n—1—j 875 n—j 8575 (n+1—j); 1225 n+2 7 T 1225m+3—; 175 n+d4—j
+ 1 792 1 4 2297696
1225 n+5—; 245 (n+1—j)2 214375
552257 —81664° —167395;° +1428455*+32496835> — 10445792 —24459305+1096200
643125 nj
+ 2(276157 —123665° —25787;° +1168835* +176746;5° —361269;2 +120672;422680)
128625 (n—1);j
_ 2(552257 —41298;° +829135° 4114275 —2260905° 4+256698;> — 494825 —22680)
128625 (n—2);
+ 4(j—1)(j—3)(27615° —17888;*+38198;° — 2879852 —57185+3780)
128625 (n—3)J
552257 —744304° +4078855° —1158375;* +17550535° —1233465;> +169920;+113400
128625 (n—4)j
+ 2(276157 —454985°4-2991855° —9992555* +1757614;° —1456887;° +313560,+113400)
643125 (n—5)j
+ 2(25%—65°—555*+1205° 49535 —10145+540)  4(j—1)%(j* 45> —11j°4+30;+72)
1225 n2 245 (n—1)2
1 AU=DE=2)2 12j° 41352 +15j-36) _ 8(~1)?(~2)°(j-3)?)
245 (n—2)2 245 (n—3)2
+ 2i—1)(5—2)(—3)(i—4) (25> —10j+15)  4(j—1)(i—2)(i—3)>(—-4)(j—5)
245 (n—4)2 1225 (n—5)2
TABLE 5. Second factorial moment of the number of ascendants of the j** node in

a random LBST of size n.




